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مدمه 

الحمد لله على ما وفقنى اليه فى إعداد وتأليف کتابی هذا (أساسیات 
الرياضيات فى الجبر والهندسة التحليلية ومبادئ الاحصاء). ویسرنی أن أقدمه الى 
زملائى أساتذة المادة وطلاب الفصل الأول بالمعاهد العليا المختلفة والجامعات. 

لقد روعى عند إعداد هذا الکتاب أن یکون مرجع شاملا يفطى موضرعات 
أساسيات الریاضیات: حيث يتعرض لدراسة المجمرعات ومعادلات الدرجة الأولى 
والثانية ومتباينات الدرجة الأولى والثانية والكسور الجزئية فى علم الجبر. 

كما يتناول موضوعات الهندسة التحليلية مبتدطا بالمحاور الكارتيزية 
والخط المستقيم ومعادلاته ثم القطاعات (المخروطية بأنواعها: الدائرة فالقطع 
المكافئ والقطع الناقص والقطع الزائد. 

وتطرق الكتاب إلى جبر الدوال وهو من الموضوعات الهامة والتى تهم 
الطالب فى الحباة التطبيقية. حيث قُدمت الدوال بمفهرمها الحدیث وبعض آنواعها 
والعمليات التى تُجری عليهاء وأخیراً النهايات بنوعيها المحدودة واللانهائية ثم 
الدوال المستمرة. 

كما يستعرض موضوعات من مبادئ الاحصاء لأهميتها فى الحياة العصرية 
الحديثة حيث موضوعات التوزيعات التكرارية والمدرج التکراری والمنحنى 
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التكرارى والنزعة المركزية مع دراسة ظاهرة التشتت بأنواعها المختلفة. 

من هنا جاء دور هذا الکتاب وأهميته احساسا منی بحاجة الطالب فى مثل 
هذه المرحلة له. ولمزید من الایضاح فقد زود الکتاب بالأمثلة المحلولة لکل موضوع 
على حدة كما دعم بالرسومات البيانية والتمارین. 

لا یعتبر هذا الکتاب هو الأول من نوعه الا أنه يحتوى على الموضوعات 
الكاملة لمنهج هذه المرحلة. وبذلك يتيح للطالب توفیر الوقت والجهد وعناء البحث 
عما يحتاجه من موضوعات مختلفة فى کتب عديدة. 

Jal‏ بتتدیم هذا الکتاب أن يكون عونا وسنداً للطالب راجيا أن یحقق ما 
نصبوا إليه من رفع المستوی العلمی للطالب العربی. كما أرجو أن أكون قد وفقت 
فی إضافة جديدة الى المكتبة العربية. وانه لیسعدنی أن أقدم Хал‏ لكل من تعاون 
معى وساهم فى إنجاز هذا العمل وأخص بالشكر الاستاذ أحمد زكى والاستاذ عبد 
الحى أحمد فزاد. اللذان قدما لك ما لديهما من جهد لاتمام هذا الكتاب. 

واللسه ولى التوفيق. 


المؤلف 
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سم‎ 
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المجموعات 


تعریف: 
السجمرعةهى تجمع من الأشياء أو العناصر السعروفة رالمحددة 
تحدیدا تاما. 


НЕЯ‏ للتجمعات التی تمثل مجمرعة فهي: 

1- أعضاء هيئة التدريس الذين يدرسون بالمعهد حالیا. 
2- المواد الدراسية التى تدرس بالمعهد. 

3- آیام الأسبوع. 

4- شهور السنة الميلادية 

وغیرها. 

Ui‏ التجمعات التی لا تمثل مجمرعة فهي: 

1- أعضاء هيئة التدریس بالمعهد فی العام القادم. 


2- الصفات التی تحده الأخلاق الحميدة. 


وغیرها . 
طرق كتابة المحموعات: 


يتم كتابة المجموعة بین قوسين بهذا الشكل |(4 وذلك بإحدى الطريقتين: 
1- طريقة السرد أو الحصر (ألقائمة). 

2- طريقة الصفة المميزة (الأسلوب الرمزي). 

وقد أصطلح على إستخدام الأحرف الكبيرة للتعبير عن المجموعات. 
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شل 1: 
أكتب بطريقة السرد (ألقائمة) والصفة المميزة (الأسلوب الرمزى): 
1- أيام الأسبوع. 
2- الحروف الأبجدية لكلمة معهد. 


الحل: 
طريقة السرد (القائمة): 
1- سح = | السبت والأحد والاثنين و РЕ + iiic‏ 


2- صہے (م وع .هد ] 

طريقة الصفة المميزة (الأسلوب الرمزی): 

-١‏ سرح = [س : س يوم من أيام الأسبوع] 

`Ü -2‏ = [ ص : ص حرف من الحروف الأبجدبة لكلمة معهد) 
حيث س تعبر عن مجموعة أيام qul‏ 

. ص تعبر ن الحروف الأبجدية لكلمة معهد. 

: أو / بمعنى حيث أن. 

ملاحظات هامة: 

POR E MTS 

2- یمکن تغيير ترتيب عناصر المجموعة. 


مثال 2: 
عبر بطريقة السرد (القائمة) عن الأرقاء المكونة للعدد 7.5,2,4.3 ,3 .2 
الحل: 


[7, 5, 2, 4,3 «ч» 
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مشال 3: 

عبر بطريقة الصفة المميزة (الأسلرب الرمزى) عن المجموعة: 
سح ء [ 1 ,2 ,3 , ..........,19 ( 

الحل : 


س × ( س : س عدد صحيح موجب أقل من 20 ] 


أنواع المجموعات: 
1- المجموعة المحددة: 


هى المجموعة التى عدد عناصرها محدد مثل أيام الأسبوع.... إلخ. 


2- المجموعة الغير محددة: 
هى المجموعة التى عدد عناصرها غير منتهرة مثل: 
(Í)‏ مجموعة الأعداد الزوجية. 


(ب) مجموعة الأعداد الفردية. 


3- المجموعة الجزئية: 

يقال أن المجموعة X‏ جزء من المجموعة Y‏ عندما تكون جميع عناصر 
المجموع X‏ من ضمن عناصر المجموعة Y‏ 
4- المجمرعة الشاملة: 

ویرمز لها عادة بالرمز !| وهى المجموعة التى لا تحتوى على عدد ما من 
المجموعات الجزئية. | 
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5- المجموعه الخالية: 


ویرمز لها عادة بالرمز 4 وهی المجموعة التى لا تحتوى على Li‏ عناصر 


مثل: 

(أ) مجموعة الطلاب التى تزيد أعمارهم عن مائة عام. 

(ب) مجموعة الأعداد الصحيحة المحصورة بین 2 A,‏ 

(ج) مجموعة الطلاب التى تزيد أطوالهم عن سبعة أمتار. 

MY 
المجموعات المتساویة:‎ 

تتساوى مجموعتان إذا کان عدد عناصرهما متساو لهما نفس العناصر 
کالاتی: 


X = )2, 4, 6, 8 } 
Y2(8.62,4) 
Х-Ү 
:4 مثال‎ 


آوجد قيمة Bim‏ كانت × = ¥ حيث : 


2 < ) 1:3, 5,7 ( 
Ү-(1,3,7,ш) 
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المجموعات المتکافنة: 
تتکافاً المجموعتان إذا کان عدد عناصرهما متساو مثل: 
Х = { т, п, $}‏ 
} 5,3 ,2 ) < ۷ 
ХаҮ‏ 
تمثيل المجموعه : 
تمثل المجموعة غالبا بأشكال هندسية تسمى أشكال فن حيث تمثل المنطقة 
داخل Бал‏ بعناصر المجموعة شكل )1( حيث المجموعة А‏ تحتوى المجموعة B‏ 


المجموعة B‏ تشمل العناصر 1 ,2 ,3 بمعنی дал!‏ 1 بنتمی إلى B,‏ ,4015 
3:2 


شکل (۱) 


АЗХАЛ‏ بين عنصر ومجموعة: 


تكون العلاقة بين عنصر ومجموعة إما إنتماء للمجموعة أو عدم إنتماء لها 
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ويرمز للانتماء بالرمز © وعدم الانتماء بالرمز ۶ ويوضحها المثال الآتى: 
مثال 5: 


إذا كان 


Х-(1,2,3,4| 


Y={2,3,5)} 

JULI‏ أن العنصر 4 بنتمی للمجموعة X‏ وتکتب هکذا: 
X‏ ع 4 
X‏ ع 5 


العلاقة بين مجموعة واخری: 


تکرن العلاقة بين أى مجموعة وأخری إما أن تکون جزء منها أو ليست جزء 
Ч‏ ويرمز للجزء من بالرمز © ولیست جزء من بالرمز € ویوضحها المثال الاتی: 

:6 Ju, 

اذا كان : 


يقالوان«المجمرعة Z‏ جزء من المجموعة X‏ وتكتب هكذا: 


Цас, X РЧА لسك جع هه‎ Y орж 
Үех 
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JU;‏ ایضا آن السجموعة X‏ تحتری المجمرتة 2 راج السجموعة X‏ لا 
تحتوی المجموعة Y‏ وذلك فی حالة قراءة الرموز من эд‏ الیمنی. 
العملبيات الشی نتم بسن الم‌جموعات: 
!- انحاد مجموعتین: 

ينتج مجموعة جدية من الاتحاد عناصرها هی مجموع عناصر المجموعتین 
بدون تکرار للعناصر المتكررة. ویرمز بعملية الاتحاد بالرمز U‏ 


مثال 7: 
اذا گان : 
Х = ) 1, 3.5 (‏ 
Y= { 5,7. 9 )‏ 
اوجد XUY‏ 
الحل : 


XUY = { ۱.3. 5, 7.9]‏ 
قواعد خاصة بالاتحاد : 


l- XC (XUY) 


2- YC (XUY) 


3- XUX=X 
4- XU$ = X 
5 XCY أي أن‎ Y جزء من‎ X إذا كان‎ 


. XUY ۷ء‎ 
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XUY = YUX‏ -6 
XU (YUZ) = (XUY) 7‏ -7 
ملحرظة: تظلل منطقة الاتحاد وتمثل كما بشکل 2 


شکل (2) 


-TI‏ تقاطع مجموعتين: 

ینتج مجموعة جديدة من التقاطع. عناصرها هى العناصر المشتركة فى 
المجموعتین. وبرمز لعهولية التکاولھڈالرمز N‏ ويمكن تمثيلها كما بشكل 3 حيث 
تظلل منطقة التقاطع. 


X= {1,2,3,4} 
Y= (2, 3,5,10 | 


27۱۷ 212,3] 
1- 27۱۷ CX 
2- XoY CY 
3: 

4- 

XoY = X 

Х = {2,6} 

Y = {2, 4,6} 


2۸7۱۷ = | 2, 6 )= X 
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:8 J 
: إذا كان‎ 


acl‏ خاصة بالتقاطع: 


: فان‎ X = Y كانت‎ lil 


XoY = Х,-Ү 
: فان‎ ХСҮ اذا كانت‎ 


: 9 Лаа 


اذا گان : 


XoY: أمعد‎ 


الحل: 
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5- : إذا کان‎ 
XOY = ф 
Y عن المجموعة‎ Р ТЭЭ فان المجموعة‎ 
6- XOY = YAX 
: 10 مثال‎ 
: اذا کان‎ 
XE ) 1, 2, 3,4 } 
Y= (12 3, 5,10) f 
YOX , XOY з, 
: الحل‎ 
XoY = {2, 3 } 
YAX = {2,3} 
کر‎ = YOX 
7- XOY CXUY 


حیث نجد فى المثال нм‏ أن: 
XUY = 11, 2, 3, 4, 5, 10 }‏ 
XOY CXUY‏ ^ 
Xn (YUZ) = (X^ Y) U (X^Z)‏ -8 


فى هذه القاعدة توزع عملية التقاطع على الاتحاد 
XU (YNZ) = (XUY) ^ (XUZ)‏ -9 
فى هذه القاعدة توزع عملية الاتحاد على التقاطع. 
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" ملحوظة: يترك للطالب إثبات هذه القواعد حیث یمثل مجموعات Z, Y, X‏ 


ویفرض لها عدة عناصر لاثبات المطلوب. 


المجموعه المکمله : 


المجموعة المکملة ل X‏ ویرمز لها بالرمز ЭР, ЭРЭ‏ 


X < ) ۶: ۶ 2, xep} 


مثال 11: 
إذا كان : 
u = ) 1, 3, 5,7,9 }‏ 
Х = )1, 5, 9 (‏ 
أوجد المجموعة المکملة J‏ × أو “×. 
"الحل: 
X = {1,5,9}‏ 
قواعه خاصة للمجموعة المکمله : 


نلاحظ القواعد الآتية: 


1- (X, = X 
2- ہ5‎ = ф 
3- کر‎ = 9 
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T NR 


يعبر الرمز © (المتواجد فوق رمز المجموعة) عن المکملة وأحيانا يوضع 
بدله شرطه لتصبع X‏ رمزاً للمجموعة المجملة ل «X‏ وتمثل كما بشکل )4( 


1 


يبين الشكل : 
المجموعة Х‏ 
المجموعة المكمله Kem X.‏ 
المجمرعة الشاملة H.‏ 
يعرف فرق بين مجموعتين ۸ ,8 فى حالتين على النحو الاتی: 
1-А-В-(а:ас A,ae В}‏ 
موجودة فی المجموعة .B‏ 
2-B-A-([bbeB,beA]‏ 
آما الفرق فی هذه الحالة فیکون جميع العناصر الموجودة فی المجموعة B‏ 
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وغير موجودة فی المجموعة A‏ 


مثال 12 : 
إذا کان : 


А = ) 1, 3, 5, 9 ( 
ظ‎ < ) 2, 5, 7, 9 ( 

: آوجد‎ 
1- ۸ - B 
2-В-А 
۸ - ظ‎ < ) [, 3 ( 


} 2,7{ = ۸ - ظ 
قواعد خاصه بالفرق بین مجموعتین : 


1- A- B2 B-A 
2. A -B ہ‎ В-А= $ 

إذا كانت المجموعة À‏ جزء من المجموعة B‏ -3 
۵ < 8 - ۸ .. 


: 13 д 
— مجموعات جزئیه منها‎ B, A كانت لإ هی المجموعة الشاملة.‎ lal 


ان:- 


А = ) 1, 3, 4, 5, 8 } 
В = { 2, 4, 6, 8,9 } 
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اوجد : 


ANB , AUB , А 
(AnBY , (АОВ), ہ۸۶‎ B° , AFUB* 


A = (2, 6, 7, 9, 10) 


B^ (1,3, 5, 7, 10} 
AUB- (1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9) 
AnCB = (4, 8) 


(AUBY - (7, 10) 
ACUB = (2, 6, 7, 9, 10, 1, 3, 5) 
А-В“ (7, 10) 
(ANB) = (1, 2, 3, 5, 7, 9, 10) 
من هذا المثال نلاحظ الآتى:‎ 
l- (АОВ) = А^В“ 


(ANB) = ۴‏ -2 
وهو ما یعرف بقانونی مورجان. 
صرب مجموعتين: 


أولا: اذا 205 : 


- 22. 
X= (а, Б, с} 
Ү (1, т) 
^X x Y = (а), (a, т), (b, D, (b, m), (c, D, (c, т), } 
, Y x X  ))1,2( (Lb), (Lc), (m, a), (m, b), (m, c)) 


یعرف الضرب السابق بالضرب الكارتيزى ويمكن .412 بالاسهم بشكل 5 


شكل )5( 


ثانیا: إذا كانت : 


X-(abc]. 
.. X x X = ((а, a), (a, b), (a, с), (b, a), (b, b), (b, c), (с, a), 
(с,Б), (c, ((ہ‎ 


ویمکن تمثیل حاصل الضرب الكارتيزى بالاسهم كما بشکل 6 


2194502 


تمثيل الضرب الكارتيزى بيانيا: 
یمکن تمشيل الضرب الكارتيزى بيانيا حيث عناصر المجموعة X‏ تمثل 
على المحور X‏ وعناصر المجموعة Y‏ تمثل على المحور y‏ كما بالشكل 7 


(um) (bm) em) 


ab Фр «р 


شکل 7یبین حاصل الضرب X × Y‏ 


X - (a, bc) 
Y = (1, m) 
: ملحوظة هامه‎ 


حاصل الضرب يعتبر مجموعة من الازدواج المرتبة حیث : 
Yx X‏ ع ХхҮ‏ 


:14 J; 
: اذا كان‎ 
А = {1,3 ( 
В = { х, у, 2 } 
: أوجد‎ 
a- AxB b- BxA 
: الحل‎ 


A x B = ((1, х), ( y), q, 2), (3, х), G, y), (3, 29) 
ВХА = (x 1), (x, 3), (y, 1), (у, 3), (z, 1), (2, 3(( 


25 


نماریسن )1( 


1- ما هى المجموعة الشاملة لکل مما یأتی: 
a- A= (3,7, 11, 19) |‏ 
(فرنسا БЛ.‏ انجلتراء b- В= (UU‏ 
(سرت. بنی غازی . طرابلس) c. C=‏ 
(السویس والقليوبية . الاسكندرية, القاهرة) d- D=‏ 
2- اذا كانت لم هی کت الأعداد الطبيعية فما هى المجموعة المکملة 
للمجموعة حیث : 


3- اكتب مجموعة الأعداد الطبيعية À‏ حيث: 
X ]‏ مجموعة الأعداد التى تقبل القسمة على 5 : »× ) = A‏ 
بطريقة القائمة. 


он - 4‏ أي من العلاقات الآنية صحيحة وأى منها خطأ: 


a- De A b- 1 CA 
c-(1) C A d- (1) e A 
е-5 є A ]- 2 є А 


А = (1,3, 5, 7) 
В = (3, 5) 

C- (2) 

D- (5, 7, 9) 
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: إذا كانت‎ -5 
A= (1,2, 3, 4) 
B = (2,3, 4, 5, 6} 
C= (2, 3, 4, 5} 


D- (3, 4} 
فی كل مما يأتى:‎ V. , ,ع‎ €, E ضع الرمز (المناسب‎ 
a) 3... A b) 2...D 
c) CO D d) С... В 
© ф..А f AnB..C 


6- اذا كانت لاهی المجموعة الشاملة حيث : 
u=íÍx:o<x<1]0)‏ 
P,K,FCu‏ 


Р-(х:1«х44) 


К= { 1,3,5 } 
F= ( 2.4, 6) 
ЭРЭ! P 
a) РОК b) Pak 
c) P^ d) P-K 
e) K-P f) P^ (KUF) 
g) (PUK) ^F h) (PUF) ^ (KUF) 


7- إذا كانت !| هى المجموعة الشاملة حیث : 
u-(-10.-9,-8,... ..,9, 10}‏ 


xD 


وکان 2-4 C< 8 , 8 <> - 8, А‏ مجموعات جزئية من И‏ فأوجبد: 


АС , (АОВУ”АГВ, ANC 
اذا كانت !| تمشل المجموعة الشاملة حیث:‎ -8 


uzí(x:-2«xs8]),A, B, C, Cu 


A-(1,3,5, 7) 
В- (2, 3, 4, 5, 6) 
C = (o) 
حدد عناصر المجموعة الشاملة دا‎ -Í 
: ب- أوجد کل من‎ 
a) AUB b) A^ B 
c) A-C d) (An С) 
: إذا کانت‎ -9 


X = (2, 4, 6, 8, 10]‏ 
Y = (4, 8, 12, 16]‏ 
}14 ,18 ,12 2-1 
أوجد حاصل ضرب الآتى: 


2( ۸ х Ү b)X xZ 
c)Z x Z d) (X - Y) x Z 
е) )ً۲ Z 
: 0۔ إذا كانت‎ 


Х = )1, 2, 3, 4} 
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ارسم الشبكة البيانية (X x X)‏ وأوجد علیها الاتی: 

.6 مجموعة آزواج مرتبة مجموع عنصریها أقل من‎ : L (a) 

M (b)‏ : مجموعة أزواج مرتبة والعنصر الأول أكبر من العنصر الثانی. 
LoM (c)‏ 
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ad! عداد‎ 1! 

من المجموعات الهامة فی الریاضیات ویرمز لها بالرمز R‏ وتشمل :- 
1- مجموعة الأعداد الصحيحة: 
мэ‏ لها بالرمز .2 ود 
أ- العنصر المحايد: 
وهما الصفر والواحد. 

- الأعداد الطبيعية N‏ : 
وهی مجموعة الأعداد الناتجة من الاضافة المتکرره للعدد واحد. 


> - الأعداد الصحيحة السالية -N‏ : 
وتسمی مجموعة الأعداد الصحيحة السالية. 
СЇ‏ أن الأعداد الصحيحة 5.7 бил‏ على الصورة:- 
Z = {-N} U {N} U {0}‏ 
=O,+1,+2,+3,+......‏ 

2- مجموعة الأعداد النسبية :О‏ 
ویمکن التعبیر عنها بالمجموعة : 

О = [x: x= $5 а, Бє 7. , 9 + O) 


"m $, < , idude 


وبالتالى يمكن وضع العلاقۂ الاتية بین المجموعات: 
N‏ د 2 < 0 < R‏ 
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3- مجموعة الأعداد الغير —— I‏ 


y3 + ۷ 5,7,3 QV S: 433) Jis, 


1= {у:у= , 60۲ є 7, ل‎ +0 ) 


а [о 


واتحاد مجموعةالأعداد النسبية Q‏ مع الأعداد الغير نسبيه 1 ifs‏ 
مجموعة الأعداد الحقيقية أى أن : 
К-О01 , Qal=ọ‏ 
وميزة الأعداد الحقيقية انه يمكن تمييزها على خط مستقیم (خط الأعداد) 
وإيضاح المجالات (الفترات) عليه. 
بعض خواص الأعداد الحقيقية: 
من الأهمية معرفة خواص الأعداد الحقیقیة نذكر منها الآتى: 


بفرض أن y, x‏ ,2 أعداد حقيقية فان: 


l + 2-7 tz = X=y (خاصية الخذف للجمع)‎ 
2- 1.2 = ул, 2 0 -X-yJ (خاصية الحذف للضرب)‎ 
3- xy =o — х=0 yy =o (قاعدة عوامل الصفر)‎ 


-: فان‎ 9 R, ae R اذا کان‎ 


4- ао =o 

5- (-1) а = -a 

6- -(-а) = а 

7- -(a*b) = (-а) + (-b) 
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8- (Са) b = a(-b) = -ab 
9- (-a) (-b) =ab 


jo- 28. z4. si 


,b#o 
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المجال (الفترات) : 

يمكن للمتغير × أن يأخذ قيمة من مجمرعة آعداد معينة تسمی حيز УХ‏ 
مجال X‏ وهذا المجال ينقسم إلى قمسین: 

1- مجال محدود 2- مجال غیر محدود 
1- المجال المحدود: 
Je -Í‏ مفتوح: 

وفية يأخذ المتغير جميع الأعداد الحقيقية بین عددین ثابتین b,a‏ »42 
يعبر АДЕ‏ بصورة مجموعة کالاتی: 

X= {х:а<х<ьЬ }‏ 
والرمز المختصر لهذا المجال هو : 


(a, b) 
: 1 مثال‎ 


ضع المجموعة الاتية على خط الأعداد: 
X = [x:2«x«5]‏ 
الحسل: 
نضع داثرة مفتوحة على العدد 5 وأخرى على العدد على خط الأعداد كما 
بشکل 8. 


شکل 8 
أى أن المتغير × يأخذ جميع القيم بين العددين 2 , 5 ولا يشمل كلا 


333 
العددین ويعبر عن ذلك بالرمز : )5 ,2( 


ب- مجال نصف مفتوح: | 
يرمز له بالرمز ( [а,Ь‏ حيث يحتوى المجال جميع الأعداد ابتداء من а‏ 
وحتى الأصغر من b‏ وتكتب بشكل مجموعة أعداد كالآتى: 
X= {х:а<х<ь} ۱‏ 
وبمكن تمثيلها على خط الأعداد كما هو واضع بشکل 9 


شكل و 
حيث: 
الدائرة المغلقة تعنى أن العدد ضمن المجال. 
الدائرة المفتوحة تعنی أن العدد لیس ضمن المجال. 
مثال 2: 
عبر عن المجال (2,5] على خط الأعداد وفى صورة مجموعة أعداد. 
الحل: المجال على خط الأعداد كنا بشكل ЛО‏ 


X= {х:2<х<5 } 


> - مجال نصف مفتوح: 
ویرمز له بالرمز (a,b)‏ حیث یحتوی المجال على جميع الأعداد الأكبر من а‏ 


- ۔ 
وحتی العده b‏ ويعبر عنه بشكل مجموعة کالاتی: 
X=[x:a<x<b)‏ 
وعلی خط الأعداد کما بشکل 11۔ 


3- مجال مغلق: 
يرمز له بالرمز Ы]‏ ,2 ] حيث يحتوى المجال على جميع МхсҮ‏ الحقيقية 


من 2 إلى ٹا ويعبر عنه بشكل مجموعة كالآتى: 


} اک > ۵ : ۲ { Х=‏ 
مشال 3: 


юб------ F. 
2 5 
12 شکل‎ 
2-1. 


يتم التفریق بين المجال المفتوح (a, b)‏ وإحداثيى النقطة التی إحداثيها 
الأول a‏ والثانى تا من خلال المقصود فى التعبیر إذا كان مجال مفتوح أو نقطة. 


2 - مجال غير محدود: 


اذا كانت 2 نقطة معلومة فيكون حيز المتغير وفقا ЭРЭ‏ 
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:(a, œ) -Í 


ویعبر عنه بصورة مجموعه کالاتی: 


وعلی خط الأعداد كما بشکل 13. 


: ] ۵ و‎ е) Tes 
ويعبر عنه بصورة مجموعة کلاتی:‎ 


Х={х: x>a) 
ЛА ویعبر عن ذلك على خط الأعداد كما بشکل‎ 


ро‏ چ يړ وهن 
شکل 14 


: Со ,а]- ج‎ 


ويعبر عنه بصورة مجموعة Эрэ‏ 
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ويعبر عن ذلك بصورة مجموعة کالاتی: 


Х-Їх: x«a] 
16 : ويعبر عن ذلك على خط الأعداد كما بشكل‎ 


о a ب‎ + 
2 


شكل 16 


(x:a«x«b) 


:a€x«b) 
:а<х Sb) 
:а<х <Б) 

: хра) 

: x 23) 

: x<a) 

:x <a) 


: -œ< X < eo] 


zT 
(2) نماریسسن‎ 


1- مثل بیانیا كلا من المجموعات أو الفترات الآتيه: 


(a) (x: 3 > ۶ «6] 
(b) ]-3 , 2] 

(c) (4, 7) 

(d) {х:х<2} 

(е) {х:-4<х<6} 


2- أكتب الفترات الاتية فى бууг‏ تكوين مجموعة : 


(а) 1-3, 5) (5) (3, 9) 
(c) (7, -3) (d) (-1, 4) 
: کانت‎ pi -3 
a = [-3, 5] 
bz ]-1 , 2] 


مثل بيانيا b, a‏ على خط الأعداد . ثم as jl‏ الآتى: 


aub , anb ,a-b 
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...... ,.... ,23 ,19 ,17 ,13 ,11 ,7 ,5 ,3 ,2 
أعدادا أولية حيث لا يوجد ӨГ‏ لهذه الأعداد إلى عرامل حاصل ضرب 
سوى نفس هذه الأعداد والعدد 1 فمثلا : 


FE اج‎ 
3 zx] 
5z5xl 


Gl‏ الأعداد الأخرى فتسمی أعدادا مركبة حیث يمكن تحلیلها الى عوامل 
حاص ضرب آعداد أولية أو قوى للأعداد الأولية السابق ذکرها فمثلا: 
1222x2x3‏ 
22763 
5 × 3 = 15 
20-2х2х5‏ 


=22x5 


أن يتم تحليل الأعداد المركبة إلى أعداد أولية أو قرى للأعداد الأولية. 
وینفس الطريقة تتناول تحليل كثيرات الحدود معاملانه Мэс‏ صحيحة الى 
کثیرات حدود معاملاته أيضا أعداد صحيحة فمثلا: 
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l- xi-22(-V2)(x-V2) 


2. х2-4=(х- 2) (х +2) 

فقی المثال الأول نجد أن العدد 2 لا يمكن تحلیله إلى أعداد صحيحة, 

ويالتالى نقول أن المقدار 2 - ”× لا يمكن تحليله إلى مقادير أوعوامل أولية 

وبالتالى يعتبر هذا المقدار كثير حدود أولى. أما المشال الثانى فيمكن تحليل 

المقدار إلى عاملين (2 + (x - 2) x (x‏ أوليين حیث لا يمكن تحلیلهما ثاثية. 

وبالتالى يقال أن كثير الحدره 4 -× أمكن تحليله إلى )2 (x + 2). (xe‏ 
کثیرات حدود أولية, ولذلك یسمی المقدار 4 - × كثير حدود مرکپ. 


الصيغ انهامة المستخدمه بکثرة فی کثیر من انتحلیلات : 
Ее‏ 


(x-y (х + у) ۰ | فرق بين مربعين‎ 


еа он 
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تماریسسسن )3( 
1- حلل كثيرات الحدود : 


a) 4 و‎ - 2 a2 b2 + 252 
b) a^ + 6 a” 49 


2- حلل كثيرات الحدود : 

a) Š а? +27 b? 
b) تو‎ - 64 b? 
c) аб - b 

3- حلل كل كثير الحدود ولو أمكن: 
a) 2 xy + dx‏ 
b) {x+y} + 2(Х +y)‏ 
c) (x^ - y) -ix + y)‏ 
d) x 25y‏ 
е) x - 3× + 2‏ 
f x^ + 2x-8‏ 
g) x^ + 3x- 10‏ 


h) x^ + Ix + 4 
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4 - حلل الاتی : 


бх? - xy - 2у2 
ax * 7 6 


х2 - бх + 8 


х (х + 2у) + Зу (х + 2у) 


5- أکتب الحد الأوسط فى كل مما یأتی:- 


(а) (a + 2b) (a + 5b) (b (х +3) (х - 4) 

(с) (а-7) (a + 5) (d (х-4) (х - 6) 

(е) (2а+36) (а+4 (ط‎ (f) (3х + 4 y) (2х - у) 
(g) (5х - 2) (3х + 1( (h) (7а - 3b) (4а-2 b) 


6- 54 ناتج المقادير الاتیة: 


(a) (а+7) (а+ 3) (D (х+ 5) (х - 3) 
(c) (1-89 (L + 1) (d) (a - 6( (а - 5) 
(e) (х2-2у2) (3х2 - 4у2) (f) (ab - 2cd) Gab - 4cd) 


(g) (41 т - h) QLm - 3h) (h) (2x - Sy) (3y -Z x) 
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7- أكتب الحد الناقص للمقادیر الاتية: 


(а) (2х + 5) )3 ع‎ - ...( = .... + .... - 10 
(b (3a - 2b) (.-4b) = 1522 ہی‎ ... 
() (4% +...) (..- 28x - سی‎ 


(d) G.. - 7) (Sa + ...) = 10a? - 19a- ہے‎ 


8- ضع الاتی فى صورة مختصرة: 
(a 2(3х - 5) (2х + 1) -3 (4х + D (x - 7)‏ 
(b) 24 - (а + 4) Ga- 7) 2 (a -4) (a - 1) - 36‏ 


(c) 1024-2 [a^ - (2а - 1) کی‎ + 2 (a + 2) (2а - 1-1] 
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аы‏ 


—— MG 

المعادلة هی صیغة تعبر عن علاقة التساؤى لمتغير (أو عدة متغیرات) وقد 
یسمی المتفیر مجهولا وحل المعادلة معناه ایجاد قيمة المجهول. 

أولا : المعادلات الخطیه: 

هى معادلات من الدرجة الأولى أى أكبر قوى للمتغير (المجهول) فيها 
یساوی واحد صحيح فهى اما أن تکون:- 

1 - معادلة من الدرجة الأولى فى مجھول واحد X‏ 

li‏ - معادلتين من الدرجة الأولى فى مجهولين* , ((معادلتين 
Худ!‏ 


1 - ثلاث معادلات من الدرجة الأولى فى ثلاث مجاهيل x‏ , لإ Z,‏ 


[- معادلات الدرجة الأولی فى مجھول واحد :X‏ 


نعتبر المعادلات الاتية: 
х‏ 5 
= ——)] 
2 )1( 


)2( ۲ +7 < 4 
)3( 2 x + 5 =0 
(4) 2  < 8 
(5) 2 = 1 
x Х 


وکلها معادلات تحتری على مجهول‌واحد ‏ ومن الدرجة الأولی LEY‏ 
مرفوعة للأس واحد وحل هذه المعادلات یکتب على هيئة مجموعات كالآتى: 


х= {-3 } 


(3) 2х+5=0 


5 +2х +5 = 5 
2Х--5 


1 1 
2 = — ( 5 
5 (2х) 2 (-3) 


بضرب طرفى المعادلة n х‏ 


مجموعة الحل لهذه المعادلة هی: 


بجمع 7- للطرفین: 
,< مجموعة الحل لهذه المعادلة هي به 
بجمع 5- للطرفين 


ضرب الطرفين × ل 


.. مجموعة الحل لهذه المعادلة هى: 
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2 اے× 
1 
2х-8‏ )4( 
بضرب الطرفین × T‏ 


1 1 
Qx) = > (8)‏ 2 
x=4‏ 
~ مجموعة الحل لهذه المعادلة هی :- 
х= ) 4 }‏ 
نلاحظ أن حل هذه المعادلات تم باستخدام خاصیتی الجمع والضرب بعدد لا 


یساوی صفرا. حبث تحولت المعادلة انخطية إلى معادلة مکافنة: 


(5) + s 
X X 
P المعاولة‎ b بضرب‎ 
2 А 
X X 
2 ۸ < ۷ 
2 ۷ -۷ =o 
х-0 
X 1.3 وبالتعویض عن المعادلة الأصلية عن‎ 
5 d do 
0 0 


وهذه الكميات ri‏ ۱ 0 کمیات غير معرفة وبالتالی لا تتساری فمن 
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المستحیل أن تتساوى الكميات الغير معررفة وبالتالی فان 0 = × يعتبر حل مرفوض 
للمعاد لد. 


وعلى ذلك فان المعاد لتین: 


» [to 


= 1 , xz0 
x 


غير متکافشتین وبالتالی لا يوجد حل للمعادلة الأصلية. ويقال فى هذه 
الحالة أن مجموعة الحل هى المجموعة الخالية © وتکتب : 


ومثال آخر للمعادلتين الغير متكانئتين هر : 


2 
£ ` ` A 
(6) x 24 


x=-2 
تعتبرا معادلتين غير متکافنتین لأن مجموعة الحل للمعادلة الأدلى عي:‎ 


> مجموعة الحل للمعادلة الثانية هی: 
|1-2- 
وهما غير متساويتان ویالتالی نستطیع أن نصل إلى هذه القاعدة:- 
المعادلات التى لها نفس مجموعة الحلول تسمى معادلات متكافئة والتى 
تختلف فیها مجموعة الحلول تسمى معادلات غير متكافئة. 


>< 
! 


أمثلة متنوعة : 
Л»‏ 7 : 
Je‏ المعادلة 34711 : 


АЕ 


2× s. X 
3 2 
Jj 
E E E A, 
6 X بضرب طرفی المعادلة‎ 
.6[2X - 5 ع‎ 
2 


4х = 30 - Зх 
| للطرفين‎ + 3 X يجمع‎ 
3 +۲ 4 ۷ = 30- 3 x + 3 × 


7 x = 0 
TX بضرب طرقى المعادله‎ 
1 1 
4 (7 х) = — (30 
л х) zt ) 
30 
X = — 
7 
: مجموعة الحل هي‎ л. 
«= [320] 
7 
: 8 مثال‎ 


أوجد قيمة X‏ فى المعادلة الآتية: 


الحل: 
المضاعف المشترك البسيط للمقامات هو 12 
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12x X المعادله‎ ó b بضرب‎ + 


2: цэн + ١ 7 zi 
Ax 3 4x 2 
12 + ع4‎ = 9+ 6x 
4 + 12 + 4 عر‎ z-Ax + 9 + бх 
122 9 + 2х 
-9 + 12=-9+9 + 2< 
3 2 2 x 


i X: Jy pas, 


] 1 
— (3) = — 
2 (3) 2 (2х) 


x 
Жо 
2 
: مجموعة الحل هی‎ .. 
х= 13 
8 
: 9 مثال‎ 
أوجد حل المعادلة الآتية:‎ 
1 5 8 


— - 
— n sl. 
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بضرب طرفی المعادلة (х2-16) X‏ 


(x - [Let - 16) فب‎ 
x-4 + 4 x? - 16 


х+4-5 (х- 4) = 8 
+ع‎ 4- 5х + 20 =8 


-4х + 24 = 8 
- 4 =-16 
6۔‎ 
x= نے‎ = 


ويما أن القسمه على صفر غير معرفة وبالتالی 4 = × حل‌مرفوض 


للمعادلة. 
.7 مجموعة الحل للمعادلة هى: 
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تماریسسن )4( 


8-1 زوج من المعادلات الاتية متکافئة: 


1 2х-3-5 2) ۷ < -2 
2× < 8 y -4 
یرد‎ = Z 4) 3x-2=5 
X X 
2x=7x Па ud) 
3 
أوجد مجموعة حلول المعادلات الآتية:‎ П 
l- 4 + 3 < 1 2- 3х-2-7 
2 _ 5 
3- 2y-527.3y 4 > - 3 = = 
x x 
5- 2(x-4)=5(1-3x)+8 
6- 1 -2x2-x4 2 
3 3 
.ر‎ 2-3x 1-3х (1 ,x-2 
4 6 12 3 
Ko گے وشن‎ 
х-1 x+] 
OMEN وس‎ 
х-2 3 
10- 1 + 7 -0 
3-х 2х+3 


11۔ المعادلتين الآنيتين: 
هما معادلتين من الدرجة الأرلى فى مجهولين ویتم التعامل معهما فى أن 
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واحد لایجاد قيمة کل مجھول على حده. 


SE 


يتم توحيد معاملات المجهول الأول وباستخدام خواص المعادلات (الجسع 


والطرح) يمكن إيجاد قيمة المجهول الثانى والدكس صحبع. 


مثال 1 : 


حل المعادلتين الآتيتين: - 
4х-5у-3 (1)‏ 
x+y =1 (2)‏ 
الحل : 
لايجاد قيمة X‏ یتم ضرب المعادلة )2( x‏ 5 وتبقی المعادله USD‏ هی : 


)1( 3 < ۷ 5 + 4 
5х+5у= 5 (3)‏ 
بطرح المعادلتین (1) من )3( 
 хж0-2 (4‏ 
لایجاد قيمة ۷ ینم ضرب المعادلة )2( x‏ 4 وتبقی المعادلة (D)‏ كما هی : 
4х + 5۷ < 3 (1)‏ 
4x + 4۱۷ < 4 (5)‏ 
СА.‏ المعادلتين (- )1( 
y=-‏ 
х=?‏ 
]- = 
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b, x (2) بضرب المعادله‎ 


(D АЫЛ.‏ × رط 
b, x + bb, = c, b,‏ رھ .. 
a,b,x + b,b; y = c, b,‏ 
بطرح المعادلتين (نلاحظ أن معاملات y‏ واحدة فی المعادلتين) 


лох (aj b, - يه‎ b,) = cb, - c; - b, 


b, -c.b 
x= €, 2 C- Ї (6) 
(a;b, -a-b, ) 
a, X (2) بضرب المعادلة‎ 
а X (1) والمعادلة‎ 
a a, × +b, a; y = c) a, 2 
ад үх +a, b y = c; a, (8) 


بطرح المعادلتين (نلاحظ أن معاملات x‏ واحدة فى انمعادلتین) 
a> c‏ - و۵,6 = ) y (ajb; - ab;‏ ^ 


o Зу сн (9) 
um aib, - a, b, 
9 , 6 هما انمعادلتین‎ ۷ , X فتكونا قيمتى‎ a b, ab, پشرط أن‎ 
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نجد أن محدد المصفرفة АА‏ يساوى : 


a, b 

b, |F êi P2 -a by‏ راعش 

فلایجاد قيمة AX‏ نقوم بإلغاء معاملى X‏ (مة (ау,‏ .نکتب بدلا لهما Сү,‏ 
Їс b, |‏ 

Ах - E нг 

ولإيجاد قيمة Ay‏ نقوم بإلغاء معاملی (b, , bj) y‏ ونکتب بدلا لھما c,‏ 

С,‏ , کللاتی: 

a, c 

Ду = а, с =a, с, ره‎ a, 

. x= Ax ن ے‎ b; ¥۴ c, 
А a, b, - رط‎ a, 

Js 0 


ولحل المثال السایق براسطة المحددات نجد أن: 


| 
44) 5 4 )1( - 5 )1( - -1 


Ах= [3 5|-3()-50)-2 
ات‎ 3|] 5 
: Ax Mu و‎ 

. X =— = — =; 
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: 2 , ۷ , × المعادلات الخطية فی ثلاث مجاهيل‎ II 
بنفس الطريقة السابقة يمكن حل المعادلات الخطبة فی ثلاث مجاهيل‎ 
بمعلومية ثلاث معادلات مستقلة‎ 
à, Xt а,ужа, 2= © 
a; X+ a,, y +a,, 2 > c, 


24, X+ a,fy + a = c, 


E I 
А دوك‎ 25 ар 3j ài, а; 
EE CN PET та, 3 
з 293 32 933 22 924 


= a |@;. 34) - (8,:-454)| ^а, [(a, 4, š 254,5] 
t ھا ابوڈ‎ a,,) - (8::-4:4)| 
قاعدة کریمر:‎ 


تستخدم قاعدة کریمرفی حل هذا النوع من المعادلات حتى رتبة 1 من 
المعادلات فی n‏ من المجاهیل ونصها کالاتی: 
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اذا گان المحدد A‏ لمعاملات النظام الخطی المکون من المعادلات ب من 
المتغیرات یختلف عن الصفر. فاللنظام الخطی حل واحد فقط یمکن التعبیر فيه عن 
وی ی گی سم اق ار لد مھ اہ لغ 
باستبدال العمود المکون من معاملات ذلك المجھول بالأعداد: 
کو EO‏ 


وسوف نستخدم فى دراستنا هنا Ub‏ مجاهيل × , لإ Z,‏ 


ус C3 3435/5583 = Ах 
a, 2,2 à, A 
а а, 485 
44; 84; 83; 
I 
[ên €, а; 
a, C, 8, 
J 5 €; аз | _ Ду 
| 11 a, а; | А 
а 85 Aa, 
а а аз; | 
à, aj €, 
a, 85; €, 
x وك‎ а €; EP Y 
а а) а; А 
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والمحدد الثنائى J‏ ,,2 يسمى محيدد ویرمز له بالرمز All‏ 


والمحدد الثنائى ل ,ره یسمی محیدد ويرمز له بالرمز ۵21 

والمحدد الثنائى дуу J‏ يسمى محیدد ویرمز له بالرمز 431 

وفی الحالة العامه فان المحدد Aij‏ مرافق للعنصر aij‏ واشارته تكون: 

سالبه اذا كان lae i +j‏ فردیا 

موجبه إذا كان ز + 1 Тоде‏ موجبا 

ويمكن فك المحدد السابق بالطريقة التاليه حیث الاسهم العليا تكون حاصل 
ضرب الثلاث عناصر مع عكس إشارتها والاسهم السفلى حاصل الضرب بنفس الاشارة 
بعد تكرار العمود الأول والعمود الثانى. 

وتسمى هذه الطريقة بطريقة سارس لفك محدد المرتبه الثالشه وهو كما 
بشكل (17) يكون قيمة المحدد 4 هى: 

А = (ауу .а,,.а,,) + (а,,.а,;.а;,) + (a4. رية‎ -a,,) 


- (а, ٠ a2, ۰ (روة‎ - (а.а, .а;,) ~ (а.а, - (روة‎ 


а а а а а 
caf mag < a аш 
aj ag کے‎ a, روک‎ 2 432 
P we X 
17 شكل‎ 
: 1 مثال‎ 


استخدم قاعدة کریمر لحل المعادلات الآتية: 
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4 زر‎ + 5۷ + 2 < 6 
X +y + 2 2 7ے‎ 
2 ۷-۷ + 32 < 14 


4 5 1| | 
л= 1102-41 211 HES 
Es 


= 4[(1(3)- (-1(2))]-1 [660-00] 
+ 2 ])5)2( - )1( )1(([ 


= 20-16 + 18 = 2 
16 51 j 

ы 17:13 441: 315131 
14 -1 3| 1 

= 6 (-5) -7 (-16) + 2 (-9) 

= 44 
4 6 1 j 

Ays|17 2 - 4 5 Sm : 
2 14 3 А — 

= 4 )7(-1 C4) + 2 (5) 

22- = 
|6 5 ۹ا 

۵2-1 1 این‎ AE E 3 
000 2 8 


الحل: 
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z 4 (-21) -1 (-76) +2 (-29) 


66 = 
24.2 کش х=‏ 
22 ۵ 
...22 ے لھ ی 
22 ۵ 
4. 4266 ر 
A 27‏ 
Ju‏ 2: 
آوجد حل المثال السابق بطريقة سارس لفك محدد الرتبة ДАДАЛ‏ 
الحل : 
4-5 | 5 4 
А-11 1 211 1‏ 
-l 3 | 2 1‏ 2 
22 = 1 - 20 + 12 + 15 -8 + 2- = 
5 6 |1 5 6 
Axz|7 1 2۱ 7 1‏ 
H -1 3| 14 -I‏ 


--14412-105418-4140-1-44 
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4 6 1|] 4 6 
Ape 7 2| 1 7 
2 14 3| 2 14 


= -14 - 112 - 18 + 84 + 24 + 14 = -2 


4 5 6| 4 
۸ 221 1 7| 1 1 
2:21 14 2 1 


А 22 
у= АУ - 22 X 
A 22 
2255 2.00 ہے‎ 


- 60 - 
تماریسسن )5( 


آرجد حل منظومة المعادلات الاتية باستخدام قاعدة کریمر: 


3 < 2 + ۷ + ر 
[ < 2 + ۷ - ۲ 
x+y -z=0‏ 


375-۷7 + 1-0 
-( + 2 ۷ - 7 20 
2× + 4 2 < 2 


2-5 2 ۷+2 - ۲ 
4 < ج + ب + بر 2- 


3x - 4 + 2-0 


3х, -X, - 2x = $ 
2, - 3x; - 4x, = 11 


-X| + X, - X3 = -4 


х + 3у+22= 1] 
Х+2 --2 
 - ۷7 -3 
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خواص المحددات : 
الخاصية الأولى: 


لا تتغير قيمة المحدد إذا تبادل الوضع بين الصفوف والأعمدة: 


Ех: 
a, а, درة‎ 
A=|3, а,, 48, 
روك‎ ау, ووك‎ 


وبفك المصفوفة بالنسبة إلى العمود الأول وایجاد قيمة محددها. 

+а; A, (i)‏ ررشرية - =а, Д,‏ اذا 
وبایجاد قيمة محدد المصفرفة А‏ 
Q)‏ روث lA122a,4,,-a4,AÀ,, +a,‏ 


من )1( , (2) ينتج أن :- 
A = A`‏ 


الخاصية الخانیه: 

اذأ كان أحد الأعمدة أو آحد الصفوف مزلفا من عناصر كلها أصفار 28 
المقادیر الستة کل منها فی حاصل ضرب عناصرها على الصفر, بالتالی يكون المحدہ 
دسا الصفر. 
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а: а; 
а, 85 
а; аз; 


= ау) ررشيرة - ,رش‎ +a, Àj 


= (ap â, а;;) - 4, 245 а,;) - (аза, 833) 


+ (а; ау, a33) + وبة)‎ a5, (ووھ‎ - (аза; a,;) 


ویالنظر للمفکوك نجد أن یتکون المجموع الجبری لستة مقادیر كل مقدار 


منها هر عبارة عن حاصل ضرب ADU‏ عناصر من المحدد. 


نجد أن كل مقدار یتکون من عناصر مأخوذه من الصفوف الثلائة والأعمدة 
الثلاثة التی يتكون منها المحدد . ويالتالى اذا گان آحد الأعمدة أو asl‏ الصفوف 
Ши‏ من عناصر كلها أصفار فان المقادیر الستة تحتوی کل منها فى حاصل ضرب 


Ех(1) 


Ех(2) 


عناصرها علی الصفر. ولذلك یکون المحدد مساویا للصفر. 


3 4 0 
Ad d 20 
21 0 
دار |0 4 0 کار‎ 0 
x 0 -D| 0| 5 4 
230 +10 20O 0 
8 4 5 
å=|x+y -3х415 ۷+50 
2 0 1 


y. X فأوجد قيمة‎ 
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۱۸۱-۷۵ 
х+у= 0 (1) 
у+5 = 0 (2) 
-3 + 15 = 0 (3) 


من (2) : yz-5‏ 
من )3( : 5 x=‏ 
وهذا يحقق المعادلة )1( : - 


х+у= 0 


5 + (-5) = 0 
:АА الخاصية‎ 


تتغير إشارة المحدد |ذا تبادل الوضع صفان. وتتغير إشارة المحدد إذا تبادل 


الوضع عمودان. 
bu‏ كان z‏ 
M, M,‏ 8 
Å= N, N, N,‏ 
وھ IR, R,‏ 


3 
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علی الطالب إثبات هذه الخاصیة عن طریق فك المحددین 


الخاصية الرابعة : 


إذا ضربت عناصر صف واحد فقط أو عناصر عمود واحد فقط من مصفوفة 


مربعة بعدد فإنه يجب ضرب محددها السابق فى هذا العدد. 


: فإذا كان‎ 
M, M, M, 
A= N, N, N, 
R, R, R, 
M, M, KM, 
A= № N, KN, 
1: R, KR, 
.- ايها‎ = K ارها‎ 
الائبات:‎ 


بالنسبة للعمود الأخير 
as 253‏ + وی وره - ورشوره = آ14 .. 
"Mme‏ أى عمود k X‏ 
a, aj Ка,‏ 


а ka,‏ رو2 |= ایشا 
ауу 8,4 Ea,‏ 
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-Ка,, 4,, + Ка,, A,‏ وھ و2 =k‏ ارشا 
۱ھا = Дз)‏ ررة خرية رية - و4 =k(a‏ 


الخاصیه الخامسة: 


تکون قيمة المحدد مساوية للصفر |ذا وجد فيه صفان متساویان أو عمودان 


8 
lA | = а, 

83, 
2, , = а, 


متساویان. 
a, а;‏ 
a, 825‏ 
وو a‏ 


ويفرض أن عناصر الصف الأول = عناصر الصف الثانی 
و82 < а;‏ , 82 < ور8 » 
ويفك المحدد ينتج المطلوب. 


الخاصية السادسة: 


إذا كانت فى المتحدد النسبة بين العناصر المتناظرة فى أي صفین أو أي 


عمودین مقدارا LU‏ فان قيمة هذا المحدد = صفر. 


a, а; 
а, 85 
а, a, 


-: ol ویفرض‎ 


= — = — A = k 
a, an а; 
ау = Ка 
ka,, a, Ка; 
ГА! =| а, 852 8», 
аз 437 аз; 


аг а دده‎ 
= К (0) 
а | 3,5 а; 
,وه = اھا‎ an Aa; 
аз a, а;; 
а= ولا + ولا + رلا‎ 


الاثبات 
=ka;‏ و4 Каз,‏ = 


فاذا کان: 


х, У, 
21 
а 83 
Х, ولا‎ 
+ | 2, A, 
83, а;; 
ар a, 
а; 83; 
1, = ki, + جا‎ 
а} 
اھا“‎ = Ка + а, 
а; 


اذا كان : 
واستخدمت التحويله: 
و2 
ويه + ka,,‏ 
a33‏ 
وبالمٹل ۳ 
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مشال 1 : 
إذا كان :- 


أوجد قيمة × 

الحل : 

0 = المحدد‎ ^s" 

.. الاحتمال الأول 0 = ií‏ (جميع عناصر ша!‏ لأول = 0) 


الاحتمال الثانی هو أن:- 
عناصر الصف الأول = عناصر الصف الثانی: 


X=) , x= x=8 >x=2 
الثالث هو أن:‎ Juzs yl 
عناصر الصف الأول = عناصر الصف الثالث‎ 
عن‎ . x^ وے‎ со ыг — x = -3 


. قيم × التى تجعل المحدد = 0 هی : 
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شال ; 


: محدد المصفرقة‎ 2.3 эээ 


الحصل: 
111 123 341 241 141 
4111(44111(|( 1 1 1 | -اها 
д 1 2 3 | 1123‏ 2 
0 + . 0 = 
0 = 


1- اوجد قیم المحددات الآتية 
7 6 4 5 3 4- 
a- 1-7 4 8 b- 5 10 0‏ 
S -6 9 13‏ 3 2 
- 0 2- 8- 3 2 4 
1 0 2- 6 
с-1-7 4 6 4-‏ 
JE AE sl‏ و H‏ 15 
2 1 7 5 
2- اثبت ol‏ 
a`‏ 2 1 
ІА = b + | = (a-b) (b-c) (с-а)‏ 
c с:‏ 1 
3- اثبت ol‏ 1 
a+b+2c а b‏ 
c b-c42a b = 2(а+Ь+с)?‏ 
c a c+a+2b‏ 
4 - اثبت أن : 
b+c a a‏ 
b c+a b |=4abc‏ 
c c a+b‏ 


5- اثبت أن معادلة الخط المستقيم المار بالنقطتین Q (x, , уз),‏ 
Р(х, , yj)‏ هسى: 
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Х у 
х, y ال‎ 
х, У, 1 


6- استخدم المسألة السابقة لایجاد معادلة المستقيم المار پالنقاط: 
а) р (3, 4) , Q (-2, 7)‏ 
b) P (1, -5( , QG, -8‏ 


7- أوجد قيمة X‏ التى تجعل المحدد = 0 فى كل من : 


x x2-1 2x 
a) 3 8 6 
1 0 2 
0 1 2 
b) -1 -3 1 
X 4 3 


8- أوجد الشروط الواجب توافرها فی الثلاث نقاط: 
P(x,, y), Q(x, y), ЁС, , Уз)‏ 
حتی تقع على خط مستقیم. 
9- إستخدم نتيجة المسأله (8) لإثبات أن : 
P (3, 5), Q(L D, R (-2, -5)‏ 
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ٹانیا: معادلات الدرجة الثانية فى مجهول واحد: 
یوجد ثلاث طرق على الترتيب نوجزها فيما يلي:- 
-I‏ طريقة التحلیل إلى عوامل (التحلیل إلى أفواس): 
مثال 1 : 
أوجد حل المعادلة الآتية : 


х2+3х+2 =0 
: الحل‎ 
x2 + 3x +2 =0 
(x + 1) ) +2) =0 
= ضرب قوسين‎ ме» ~. 
^ (x + Í) = 0 
Х --| 
, (x +2) -0 
XX = 2 
: 2 مثال‎ 
حل المعادلة الآتية:‎ эээ! 
х2.7х+10=0 
الحل:‎ 
x -7x410 «0 
(x-2)(x-520 


x-2 =0 


5 
П‏ طریقة إكمال المریع: 
فى حالة عدم إمكانية الحل بالطريقة السابقة یتم تحويل المعادلة إلى 
معادلة مكافئة على الصورة  (х +а)2 2b‏ | 
حيث 2 b,‏ ثوابت 
مثال 3 : 
أوجد حل المعادلة: 
х2 +6х+1=0‏ 
الحل : 
نضع المعادلة على الصورة : 
x +6x =-1‏ 
لاکمال المریع يتم اضافة الحد الأخير فى الطرف الأيسر وأیضا فى الطرف 
الأيمن لتبقى المعادلة كما هی. 


To ۱‏ 
الحد الأخير = مربع تصف معامل хо ) «х‏ 


( ү 
ا‎ 


.. يضاف العدد 9 لکلا الطرفين بهذه الصورة: 


+ 6x 497.149 


(x+3) =8 
.. ۶ + 3 - +8 
(X = -3 +V8 


, x=-3- V8 
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ملحورظقة : 

جميع معادلات الدرجة الثانية فى مجهول واحد لها حلين. 
TT]‏ - طريقة القانون العام : 


إذا تعذر الحل بالطريقتين السابقتين يتم استخدام القانون العام لحل 
معادلات الدرجة الثانية فى مجهول واحد. حيث توضع المعادلة على الصورة الآنية: 


0= + ع جا + ax‏ 
هر с.б‏ ثوايت ٠‏ 80 


= -b + Vb! - ас 
22 
هو ممیز المعادلة وتتوقف‎ А بالرمز‎ b? - 4ac وبرمز پالمقدر تحت الجثر‎ 
: نوعية جذور المعادلة على إشارة هذا الممیز فاذا گان‎ 


x 


1) А»0 
الجذران حقيقيان ومختلفان‎ 5,5, 

1-0 )2 
.55 الجذران حقیقیان ومتساویان 

0 ۸ھ 3 
یکون الجذران تخیلان 
ویفرض أن جذور المعادله هما ul) T, m‏ قيمتى× ) فان : 

2 = مم +1 

а 
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يمكن كتابة المعادلة على الصورة : 


تن 7 


ҳ + x +€ =0 
a 


х? - (I+ m) x + جصز‎ = 0 
:4 ЈЕ, 
أوجد حل المعادلة الآتية:‎ 
2x! + 5x 4120 
العل:‎ 
8 2 ۶ , b=5 , œl 


- b + Vb? - موه‎ 
28 


x= 


-5+V17‏ ے 
)2( 2 


-SEVO 40) 1).‏ 
)2( 2 
.7 مجموعة الحل هی : 


-5 + ۷ 17 -5 -J17 
4 4 


, 


16۰ 


تمار سسسن )7( 


3x^- 5x + [ 


1-1 2 
9 


A 12x49 


5 
X +6 + 4 


5 
AX 2х + 5 


آوجد حل المعادلات الآنية: 


ES 
11- x (x + 6) +11 = -2 (2х + 5) 


12- x +6x+5 =0 


ju. پا اس ات‎ 
x-2 х-2 
l4- x-1] -0 
15- 2х2+3х+6 -0 
16. lx, 1-5 . 1 
1-х 1 + 1 - 2 


أوجدمجموعةالحل لکل من السعادلات الاتبه (مجموعةالحل 
الحقيقية):- 


1- x3 تر‎ 6-0 


2- 2x? + 5x^ - 2-5 = 0 


3- x? zl 
4- x? =-] 
5- x = 8 
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1 мый! 
اولا: الأسس الصحيحة:‎ 
صحیح فانه یمکن استخدام التعریف‎ sen, ۰ عدد حقیقی‎ X إذا كانت‎ 


الاتی: 
х! ЗХ,Х.Х. oss Х‏ 
حيث مکررة لعدد n‏ من المرات. وتسمی x‏ أساس 0,01 n‏ تسمی ud‏ 
نمثلا 
2-2х2х2х2х2‏ 
کما یمکن وضع قوانين الاسس الاتية والتى يمكن استنتاجها من التعریف 
السابق. 


n 


2- (х. y! = x". y 


3- (X = xn m 


xm" m>n 
tX x 1 m-n 
х" 1 "m 
ym 
s )(” = x #0 
Х х! 
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أمثلة عددية : 
3- 3 .^3 -1 
و = ?)03( = (М3) = М)‏ . 0/3(5 -2 
((2).СЭУ -(2У.0у‏ -3 
56 _ 22 = 22( 4 
فإذاتم وضع 0 = m‏ فی القوانین السابقة نجد أن القانون رقم (D)‏ 
بعدالتعویض فيه یصبح : 

д"‏ × کڈ 

o x? 

X = s =1 , ХЖ 0 
Х 


آما فی حالة استخدام الأس السالب. فيكون بفرض أن m = -n‏ فى القانون 
رقم )1( الذى یصبح : 
X .X =X =X =‏ 
-N‏ 


. x = 


n 
وعلى ذلك یمکننا الآن تعميم القوانین السايقة لیکون الأس موجبا أو صقرا‎ 
(فى القوانين الأسية الخمسة) اذا عرفنا أن:-‎ UC أو‎ 


n -f n=n 9551 
1 


مع الوضع فى الاعتبار أن )00( كمية غير معرفة. 


1 220 
II шаах. 
Ш شع‎ 
er] 
1. wr Í 
x 
. 3و‎ 1 
.. 20 
2:3 7 
39 Е бы 
(х) ux 
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ویمکن أيضا استنتاج القواعد الآتيه: 


أمثلة Ы‏ 
27 = 33 = رف 35 - 
: الأسس الکسریه: 


إذا كانت × bas‏ حقیقیا موجبا: 


1- وکانت n‏ عدد صحیح > 1 فان : 


وتسمی L‏ الجذر النونى للعد 


2 - وکانت m, n‏ أعداد صحیحه فان: 


а 
: АГА 
: 


LG 
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өр» 


2- (9) وله‎ = 9) 23 -27 
2 
з. (8 82 = fay2 = 22 = 


Aj 


ملحوظة : 
Vx Ab Жи‏ 
أى أن إذا ضرب کل من دلیل الجذر والأس المرفوع فوق X‏ فى نفس العدد 
آ فى نفس العدد L.‏ لا يغير من قيمة العدد. فمثلا := 


Vs: < s= 


(а) 
(c) 


(e) 


(g 
(k) 


(D 


(a) 


(b) 
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(8) gem تمار‎ 


۱- ضع الآتى فی أبسط صورة : 


)21( + )14(* 


(25 35 85(6 . 24»? 


(25)? 3 
125** 654: 9*1 


6^? Mg?-5 


1 
8 3 3۴ِ 
1671, 6%, g*! 


3х-1 2x 3 
41.95.05 6 


(b) 
(d) 


(f) 


(h) 


а? b* c? 
ab!c? 
1226.33? 


2و5 4ج4 
2 2 
Q2)? .8?‏ 


2 - إثيت ان : 


- 83 ۔ 
المتبایشسات 


لكل عددین حقیقین 2 , تا نقول أن 2 أكبر من وتکتب (a > b)‏ إذا کان 
وفقط إذا کان a - b‏ موجبا ونقول أن 2 أصغر من b‏ وتکتب (a > b)‏ اذا کان وفقط 
lil‏ کان b‏ - 2 سالبا. 

ویراها الدارس على شكل علاقة بين متغير )514( وثابت (أو عدة 
ثوابت) - کالمعادلة - مع تبدیل علامة = الموجودة فى المعادلة بعلامة من علامات 
المتباينة. 


علامات المتباینة: 
<اکیر من < آکبر من أو یساوی 


> أصغر من > أصغر من أو یساوی 


الخواص الهامه للمتباینات: 


1- لكل زوج من الأعداد الحقيقية b , а‏ احدی العلامات الآتية:- 
a = b (2) a> b (1)‏ (3) 0 > 2 
2 - إذا كان .a»b‏ © < 5 فان © <2. 


3 - إذا كان 0 < 2 فان ع + 5 <+ 4. 
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151-4 كان ط < جه , 0 <ء .2 
5- إذا كان © < 2 , 0 > فان 52 > عق . 
وسوف نثبت الخاصية رقم (4) وبنفس الطريقة يمكن إثبات بقية الخواص. 
برهان الخاصية رقم (4): 
| نفرض أن sic, b, a‏ حقيقيه 
c»0 , а»Ь,,‏ 
a-b»0..‏ 


43 حاصل ضرب عددین موجبين Ç, (a-b)‏ عددا موجبا۔ 
(a-b) c»0..‏ 
ac > bc ..‏ حسب قانون التوزیع 


المتباينة الخطية فى مجهود واحد: 
تعلمنا كيف نحل معادله خطيه فى مجهول واحد وسوف نستخدم نفس 
الأسلوب فى حل المتباينة الخطية والتى تبينها الدراسة الآنية: 
تعرف أن 5 < 9 
فعند إضافة أى عدد موجب وليكن 2 لكلا الطرفین 
1245 249 
7< 11 
أى العدد 11 أكبر من العدد Л‏ 


حیث تعنی العلامة ‏ هل وضع العلامة فى هذه الحالة صحیح وعند اضافة 


-85- 
أى عدد سالب ولیکن 2- لکلا الطرفين. 
245 واه 
3 < 7 
رالمتباينة فى هذه الحالة أيضا صحيحة وعلی ذلك یمکننا أن نستنج أن : 
إضافة آی عدد موجب أو سالب لا يغير إتجاه المتباينة. 
J,‏ 1: 
أوجد حل المتبانية: 
х-1022‏ 
الحل : 
135 10 + لکلا الطرفين. 
х-10-1022-10‏ 


х212 
مجموعة الحل هی:‎ 
Їх:х212) 
2 مثال‎ 
أوجد حل المتباينة الآتية:‎ 
۲ + 6 << 8 
: الحل‎ 
باضافة 6- لکلا الطرفین‎ 
х-6-6»-8-6 
х»-14 


مجموعة الحل هى:- 
х:х> -14}‏ { 


х 
3 مثال‎ 


أوجد حل المتباینه الأنسه فى صورة فتره ثم کتابه الحل فى صور: مجموعة 


وتوضيع الحل على خط الأعداد 
3 < 8 + بر 
الحل 
باضافة 8- لکلا الطرفین 
8 .3 < 8-8 + ۲ 
| 5 - < بر 
الحل فى صورة فترة :- | 
| (مہ , 5-) 
مجموعة الحل هی: m‏ 


(х: х»-5) 


تمثیل الحل على خط الأعداد كما هو موضع بشكل 18 


1-0 -2 .2 .3 5-4 6 
شکل 18 
ولحل المتباينات من الدرجة الأولی يجب معرفة الحالتین الآتيتين: 
1- الحالة الأولی: 
fil‏ ضربنا أو قسمنا طرفى المتباينة فى أو على كمية موجية : 
فمثلا 6 < 14 
أ - إذا ضربنا كلا الطرفين X‏ 2 + 
6х2‏ 142 
2 < 28 
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تظل المتباينة فى نفس الاتجاه. 


ب - إذا قسمنا كلا الطرفین + 2 + 
6+2 2 2+ 14 
3 < 7 


تظل المتباينة فی نفس الاتجاه. 
2- الحاله الثانية: 


إذا ضربنا أو قسمنا طرفی المتباينة فی أو على كمية سالبة: 
أ-إذا ضربن كلا الطرفين X‏ 2- 
5 
X -2 56Х-2‏ 14 


-28 > -2 


ب- اذا قسمنا كلا الطرفین + 2- 
E‏ 


3-«7- 
تم عکس اتجاه المتباينة حتى تکون المتباینة صحيحة. 


الاستتتاج: 


نستنتج أن إذا ضرینا أو قسمنا طرفى (المتباينة فى أو على كمية موجبة 
فان علامة المتباينة لا تتغیر؛ ولكن إذا ضربنا أو قسمنا طرفى المتباينة فى أو على 
كمية سالبة فإن علامة المتباينة تتغیر إلى العكس. 


88 


مثال 4 
حل المتباینه الأتيه 
4х»20‏ 
الحل: 
بقسم طرفی المتباينة على 4 + 
x»5‏ 
Ju.‏ 5 : 
حل المتباينة الآتية: 
x 220‏ 4 
الحل : 
بقسم طرفی المتباينة على 4- 
5 - > ۲ 
مثال 6 : 
حل المتباينة الاتبة 
x > 4‏ 7 
الحل: 
بقسم طرفی المتباينة علی7 
Х»-2‏ 


مثال 7 : 
حل المتباينة الاتیة: 


х»-15 


2x-9 > 15 


2x > 15 + 9 
2х > 4 
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الحل 


بقسمة طرفی المتباينة على 2 


مثال 8 : 
حل المتباينة الآتية: 


الحل : 
بضرب طرفى المتباينة x‏ 5 


مثال 9 : 
حل المتباينة الآتية:- 


- 90 - 


x > 12 


7x - (x + 5( S3 x +2 


7Tx-(x-*5)S3x +2 


Т7Х-х-55х-2 


6x-5-3x > 3x + 2 - Зх 
3-5 >2 


бэ 
ж 

л 
- 


^ 
IA 
us | یہ‎ 


باضافة -3x‏ لکلا الطرفین 


باضافة 5+ لکلا الطرفین 
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المتباينة المتكونة من جزئین : 
المثال الاتی يبي طريقة حل هذا النوع من المسائل: 
شال 
حل المتباينة الاتية: 
(5-х) < 16)‏ 2 :عام ( 2 > (1 - ۲ 3) х:‏ { 
موضحا الحل: 
)!1 على صورة مجموعة. 
(<o)‏ على صورة 5553 
)> ) على خط الأعداد. 


الحل : 
المثال یتضمن تقاطع مجموعتین کل مجموعة تمثلها متباينة ولذلك نوجد 
حل کل متباينة على due‏ 
2< 1 ۰ ۲ 3 
بإضافة 1 + للطرفین 
Xx > 3‏ 3 
x«l‏ 
المتباینه الثانیه: 
(5-х) > 6‏ 2 
8 > ۲ - 5 
باضافة 5- للطرفین: 
5 - 8 > ۲-5 - 5 
3 > 1 - 


x > -3 
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(I)‏ الحل على صورة مجموعة : 


{ х: - 3 > > | 


)1 , 3 [ 
)>( تمثیل الحل على خط الأعداد كما هو موضع بشکل 19 
F‏ — @——< 
l‏ 3- 
شکل 19 
متباینات يكون المقام فيها متغیر: 
مثال : أوجد حل المتباينة الآنية: 
42 3 
х-5‏ 
: الحل: : 
الحالة الأولى : 
х-5»0‏ 
( لاحظ شکل 20) )1( .. 5 
بضرب طرفی الستباينة فى )5 - (X‏ وفی هذه الحالة لا تتغير علامات 
PORA‏ 
3€2(x-5)‏ 
3€2x-10‏ 
( لاحظ شکل 20( )4400 13 > | . 


شكل 20 
لاحظ أن الشرط رقم )2( فى هذه الحالة يحقق الشرط رقم (1) 
x> 3: 1‏ 
2 
الحالة الثانية: 
0 > 5 - ۲ 
( لاحظ شکل 21) (3) ۔۔ 5 > x‏ . 


بضرب المتباينة فی )5 - (X‏ وفی هذه الحالة تنعکس علامة المتياينة 
0 - ۲ 2 < 3 .. 
( لاحظ شکل 21( )4( .. 3 .x«‏ 


2 
4 5 6 137 8 
2 


شکل 21 
لاحظ أن الشرط رقم )3( یحقق الشرط رقم )4( 


х« 5 11 
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.. مجموعة الحل هی كلا الشرطين 1 П,‏ معا وتکتب: 
( لاحظ شکل 22( (x: xz uxe5] Зи‏ 


4 5 6 13 7 8 
2 


شکل 22 
ملحوظة : 
يمكن حل نفس المثال بطريقة النقاط الحرجة فى متباينات الدرجة الثانية 
والتى سيأتى ذکرها فیما بعد. 
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المتباینات المتكونة من 4333 أجزاء: 
مثال : 
حل المتباينة الآتية: 
3-> 1 +2 <7 
الحل: 
يمكن حل المتباينة بتقسيمها إلى متباينتين هما : 
2х41»-3‏ , 1+ 21 < 7 
وحیث АЛ‏ يتم على کل منهما نف الإجراء. فیتم فى الاجرا ء الأول اضافة: 
1- إلى کل منهما لتصبحا : 
2x»-4‏ ,. 21 <6 
ويتم فى الاجراء الثانی القسمة على 2 لتکونا: 
3>x ч» Хо 2‏ 
لذا يتم التعامل مع المتباينة كلها مرة واحدة بنفس الاجراءات وهي: 
7»2x-*1»-3‏ 


بإضافة 1- : 
2x»-4‏ »6 
القسم علی2 : 
2-> × < 3 
وتكون مجموعة الحل هی : 


(х:3»х»-2) 
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تماریسسن )9( 


أوجد حل المتباينات الاتية وكتابة الفترة فى كل منها والرسم على الأعداد : 


1- х-1022 

2- + 4 < [1 

3- x-62-3 

4- х+4< -2 

5- 2 ۲ < 0 

6- - 2 > - 3 

7- 4 + 2 < 2 + 6 

8- 6(x-4)26 

9- 8x -72-15 

10- 2-3Х > 2 
х-3 

11- 5 (х+1)-х<1-2х 


12- 9 x - (2х + 3) > +8 


13- (2422 >2[ o (х:3 20 + 5 > 17( 


14- A= ) :-1 > x<1) اذا کان‎ 


(1 - > ۲ > 3- : ۲ ] < ظ 
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اوجد: 


AUB, ANB, A-B 


B-A, ۰‏ 
15 أوجد حل المتباینه : 
3<4х-7<9‏ 
6 - أوجد حل المتباینه : 
622-4х210‏ 
حل المتباينات 353« وارسمها بيانيا ثم اكتب الحل فى صورة مجموعة: 
X‏ | 8- ۱ 
x: со хрх: +3 >7‏ -17 
Ї 5 jut d }‏ 
(x: > 4۱) :6 60 > -18(‏ -18 
G-x <-18]‏ 6 :جات رو > گنک (x:‏ -19 
{х:2х-1<2-х}о{х:3х+4<2х+1}‏ -20 
s< 2-1 ¿3‏ رڈ 
3 
0€3(5-x)-9«6‏ 222 
41 2533-2 ۰ -23 
4 


24- 0<4(-х-3)-8<4 


متبابنات من الدرجة الثانية فى مجهول واحد : 


يوضح حل هذا النوع من المتباينات الأمثلة الآتيه:- 
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مثال : 


أوجد حل المتباينة الآتيه: 


x + 37-10 >0 


الحل : 
x” + 3x- 10 <0‏ 
یمکن تحلیلها إلى أقراس على الصورة التالية: 
(х + 5) (х - 2( > 0‏ 
یوجد إحتمالين للحل : 
1 - إشارة کل من القوسين موجبة لیکون حاصل ضرب القوسين أكبر من 
الصفر . 
1- إشارة کل من القوسین سالبة لیکون حاصل ضرب القوسین أكبر من 
الصفر الاحتمال الأول. 


1- إشارة كل من القوسین موجبة : 
Ша,‏ معناه أن كل قوسین على حده آکبر من الصفر ویالتالی: 


+ 5 < ۵ ۱  - 2 < 0 
.Х»-5  х»2 


ویمکن اعتبار أن 2 < × هر حل لهذا الاحتمال لأنه یکون أیضا محققا 
للشرط الآخر 5 - < X‏ وهذا یتضع بعد التمشيل على خط لأعداد كما هر موضح 
بشکل 23 

وللتحقق من الحل: 

نضع 3 = × فى المتباينة 


9 + 3 )3(- 10 20 
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شکل 23 
x < 2 &‏ يكون حلا للإحتمال الأول. 
اشارة کل عن القوسین سالبة: 
وهذا معناه أن كل قوس على حده صفر من الصفر وبالتالی:- 
j x-2«0‏ 0 < 5 + 
x«-5 ех 2‏ 
ويمكن اعتبار أن 5 - > x‏ هو حل لهذا الاحتمال لأنه یکون أیضا محققا 
للشرط الآخر 2 > x‏ كما هو موضع بشكل 24. 
وللتحقق من الحل: 
نضع 6 - < × فی المتبابنة 


(06 +3 )-6) -10 10 


36-28 20 


0< 8 
x < -5 2‏ يكون حلا للاحتمال الثانی 


شکل 24 
(لاحظ شکل 25( X=[x:-5>x>2)..............‏ 
FF 0 1 2‏ 2 3 4 5 
. 25 
J;‏ : 
حل المتباينة الاتية: 
2x - 2 > 4‏ 
الحل: 
2x! -2x -24 «0‏ 
بقسمة المتباينة على 2 
x - x - 0‏ 
(х- 4( > 0‏ (3 + ) 
يوجد احتمالین للحل : 
1 - اشارة أحد القوسین موجب والآخر سالب لیکون حاصل ضرب القوسین 
سالبا أى أقل من الصفر. 


2 - عكس الحالة الأولى أى القوس الذى كان موجبا يكون سالبا والقوس 
الذى, ان سالبا يكون موجبا لیکون حاصل ضرب القوسين ساليا أى أقل من الصفر. 
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الاحتمال الأول. الذی يوضحه شكل 26: 


شکل 26 


الاحتمال الثانی: الذى یوضحه شكل 27 : 


شکل 27 

نجد أن کل من الحلين مخالف للحل الآخر وبالتالی تلجأ للتحقق منهما. 
للتحقق من حل الاحتمال الأول 
نضع 0 = x‏ فى المتباينه لأنها تحقق شرطى هذا الحتمال وهما 4 > X‏ 

~ 0-0-12 20 

-12 > 0 

.1 حل الاحتمال الأول یحقق المتباينة. 
يمكن أيضا التحقق من حل الاحتمال الثانی. 
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نضم 5 = فى المتباينة 


- (5 -5-12 0 


0 < 25-17 
820 
. لا تتحقق المتباينة عند 5 = وبالتالى حل الاحتمال الثانی مرفوض. 
ملحوظة: یکتفی بالتحقق من صحة المتباينة بوضع 5 = × والتی بينت 
أن المتباينة لا تعحقق بهذا الحل ولا داعی للتحقق من الشرط الثانی لهذا الاحتمال 
أى بوضع 2-4 × فى المتباينة لأن رفض حل الشرط الأول )24 (x‏ یلفی‌حل 
الشرط الثانی )3 - < (X‏ حتی ولو كان صحيحا. لأنه بالضرورة تحقق الشرطین. 
استخدام النقاط الحرجة لحل متباینات الدرجه الثانية: 


یمکتنا Jus J>‏ 1 باستخدام التقاط الحرجة كالآتى: ٠‏ 


x + 3 - 10 < 0 
(х + 5) (x - 2( <0 
لایجاد النقاط الحرجة:‎ 
(х + 5) (х - 2) 0 
(х + 5( = 0 
x = -5 


jl 
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х 2‏ 
نوقع النقطتین 5- = × .2 = × على خط الأعداد لیتسمامجموعتة 
الأعداد الحقيقيةإلى ثلاثة مناطق كما بالشکل 28 ونحدد اشارة کل قوس فى 
المناطن الثلاثة 1 ЛИ, IL,‏ 


1 
Ї i П ١ Ш 
(х + 5) - - | +++ | +++ 
(x -2)-- . ی‎ se l +++ x 
— HÓA  .. ل‎ UU —a r Y M — Pe 
I T 
RER +Š 0 ? 4 
X | ! 
(-2) 
28 شکل‎ 
41 فی المنطقة‎ 


ضع 6- = x‏ ممثلة :1348 хэм‏ أن اشارة القوس )5 + (x‏ سالبة 
واشارة القوس )2 - (x‏ أيضا سالية كما بالشکل 

فى المنطقة АТ‏ 

ضع 0 = aba x‏ للمنطقة хэм TT‏ أن اشارة القوس )5 + (X‏ موجبة 
واشارة القوس )2 - (x‏ سالبه. l‏ 

فی المنطقة 111: 

ضع 3 × ممثلة لهده المنطقة نجد أن اشارة القوس )5 + ×)موجبة 
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واشارة القوس )2 - (x‏ سالبة. 


نوجد حاصل ضرب اشارتی القوسين (2 ۰ x (x‏ )5 + ) أسفل خط 
الأعداد كما هو واضح بالشکل نجد أن : 

المنطقة ]۰ والمنطقة 111 حاصل ضرب اشارتی القوسين موجبا. أما 
المنطقة 11 فیکون حاصل ضرب إشارتى القوسین سالبا. 

وعلی ذلك نجد أن الحل المطلوب لعسحقیق المتباينة تحققه المنطقة 1 
والمنطقة 111 حيث یکون حاصل ضرب اشارتی القوسين موجبا. ویکون الحل العام 


على الصوة التالية: 
(2 2 : ۲ ) با[ 5 > :۸ Х={‏ 
وهو نفس الحل السایق بالطريقة الأولى. 
مثال 2 : 


أوجد حل المتباینه الاتیه : 


-—M 
x-5 
: الحل‎ 
کحالة أولى‎ x - 5 < 0 55.5 من الممکن‎ 
كحالة ثانية (وهى كمية سالبة)‎ x - 5 > 0 وأيضا‎ 
(x - 5(* < 0 : وبالتالی فان‎ 
لا يغير من اتجاه المتباينة.‎ (X - 5) X بضرب طرفی المتباينة‎ Ç. 
х(к-52-3-42(х-5) 
x- 5 
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3x - 15 > 2 х? - 20x + 50 


0 > 2 х? - 23 x + 65 
0 > Qx - 13( (x - 5) 
iL , X= 5 النقاط الحرجة هي:‎ 25 


بتوقيع النقاط الحرجة على خط الأعداد ينقسم إلى ثلاث مناطق شكل 29 


(x - 5) Edom шил + + + 


۱ 
۱ ! 
(2х-13) ЗЭЭЛЭЭ | 5 хадан 
i d 
(х - 5) (2х - 13) +++ |, ----- I +++ + 
LI 
29 شکل‎ 


-. مجموعة الحل التی تحقق المتباينة هى: 


رج ون (х:х«5‏ كز 


X >4 
x-3 


(х - 4) (x + 2) 0 
x -1»0 

х - 0 

х - 7 + 10 <0 
x - 25 <0 

x - 25 <0 

2x + 11 x - 21 0 
x!-3x + 0 

х - 0 
х-920 


23 سا 
2 


»0 


×+4 
3х2.2<0 
x! + 3 2 - 0 
2 3 


— € 
X x-4 
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القيمة المطلقه : 
لأى عدد حقیقی X‏ قیمه مطلقة يرمز لها بالرمز ا×ا. والتی تصرف على 


النحو التالى: 
dx x20‏ 
x«0‏ - داعا 
فمثلا : 
17-9141-2122 ,1-5125 
AR -E‏ یڈ 
J‏ 1 : 


اذا كانت 3 x = 2, у=‏ أوجد : 


Ix, iyl ,Їх «жу! ,1х141у!| 


: الحل‎ 
| ۰ ۱۶۱2 | 2 
Iylz131z3 
Іх+у1=12 + 31=151= 5 
| ۱+۱۷ | 2 2 + 3 = 5 
ліх + ۷۱ <۱۱+۱۷ | 
: 2 مثال‎ 


اذا كانت 3- > ۷ , 2-= × أوجد: 
ix-*yl , |x| + iyi‏ , ۱۱۷۱ ۶ ۱ 
:J— J!‏ 
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۱۲ [=1-21= 2 
الا‎ 1-3 1=3 
Іх+у[=1-2 -31= 1-51= 5 
۱۲۱۱۷۱22 +3 25 


| ۱۷ +۱<۱۶۱ ۱۲۷+ اد 


مثال 3: 


إذا كانت у=3‏ , 2- = × أوجد :- 


۱۲۱ , ۱۷۱, Ix+yl,lxi+ilyil 


۱۲ [=1-21= 2 
lyl=l31=3 
Іх+уі+1-2+31=111= j 
іхі+1у1= 2+3 = 5 


лїхжусх!-1у! 


2× ارجد: 


ixl, iyl, (ху! , 1Х141У1 


|х1:121-2 
1у1=1-31=3 
ا(3-) + 12 = رو +عا‎ = 1 = 1 


Їх141у1:243-5 


العمل : 


مثال 4 : 
إذا كانت 3- = у‏ 


السل: 
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Ах + ۷۱۱۱۱۷ |‏ 
الاستنتاج العام : 


نستنتج من الأمثلة السايقة أن : 
| ۷۱۶۱۶۱۱۷ + | 
فإذا كان کل من × , لا عده حقیقیا فإنه یمکن استنتاج الخواص العالیة:- 
4х15 x<ixl‏ ,1120 1 
х-0‏ ب 0 іхі=‏ -2 
Ix. уі s Ixl.lyl‏ -3 


4- Ix-ylzly- xl 
5 |3- PRJ y0 

y| Iyi 

وتستخدم القواعد الآتية فی حل المتباینات: 

1 | ع‎ | <А ب ۸ > ع > ۸ جب‎ xe(-A , А) 
Ii IXISAO-A«xSA- xe (-A, A] 
HI ї1хїЇ»А-х»А ار‎ x«-A 
IV їХхїА-х2А/ ۔ک×‎ 1 


حیث А‏ عدد حقيقى ۰ تعبر عن فترة المتباينة وجميع الخواص والقواعد 
السابقة مشتقة من التعریف للقيمة المطلقة. 
مثال 5 : 
حل المعادلة الآتية : 
3 < ۱ - ۱2 


I2x - liz11- xi 


(12x -1۱( 2 = (H - xi)? 
Qx -1 = (1 - xy 

4x! -4x+1 =1 -2x ex! 
3x -2x=0 


x (3x - 2) = 0 


.. ز‎ < 0 I 
, (3x-22)20 


хк كك‎ 
3 
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مجموعة الحل هی : 


مثال 6 : 
حل المعادلة الاتية :- 


T 


: مجموعة الحل هی‎ sis 
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لاحظ أن تربیع القيمة المطلقة للطرفین فى المعادلة تلفی علامة المقیاس. 


-3< 2X*5 сз 
7 


-21«2х-45«21 
- 26 « 2x 6 


-13«x«8 


[1 1 - ۲ | < ۱ 2 7 - 1 


۵-۳ < خر 
| + جع 4 - تبر 4 < 1-2х ex!‏ 


0>3 x» -2 x 
0 >x (3 x ۔‎ 2) 


مثال 7 : 
حل المتباينة الآتية :- 


مثال 8 : 
حل المتباینه الآتيه :- 


الح 
بتربيع الطرفين : 


النقاط الحرجة هى: 
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х= (0) 5 x= 2 
3 


بوضع قيم X‏ الحرجة على خط الأعداد وایجاد اشارتی x - 2( , x‏ 3( فى 
الثلاث مناطق شکل .30 


۱ 
i H Ш 
22-41 +444 TT 
5 ۱ 
(3х-2) ا چپ جن ور دوہ‎ ++ + + x 
-2 0 ИЙГ: 
х(3х-2) (2 
' l 
30 شکل‎ 


(a) | 171 


(g) П - 4 
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تماریسسسن )11( 


۱- عبر عن کل مما يأتي: 
(b) -6 |‏ 


l 1 
dile 
ol 1 


-3 (02 -2 


2 - عبر عن كل مجموعة مما يأى بشکل فترة أو مجموعة فترات : 


(а) {х:1х- ۱۱< 2 } 
(b) ( x : ۱ - H > 4) 
(с) (x :Ix - 2۱ < 5] 


3- أوجد مجموعة الحل للمتباینات الاتیه : 


(a) x - 3| > 4 ()1х-21»3 

2 + ع ذا 2 11 - x - S| > 1 (9 ۱3 x‏ ۱2 (ظ) 

()13х-71«5 (6)13х-2126 
3-х 1 3 

d) | > 1 h) 2۴5ا‎ - | < = 

2 5 (h) 2× 3 2 
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4- أرجد مجموعة الحل للمتبابنات الآتية: 


(a) —— <0 (c) Х+1 «3 
x- | 2 - x 

(b) —— 22 (4) ل‎ <4 
X-- X 


5- إذا کانت : 


Г,-(х:12х-1»2) 
: أكتب کل من ,1 , رآعلی شكل فترات ثم أوجد‎ 


hob. Ub, ,- 1 


6- أوجد مجمرعة الحل للمعادلات الآتيه : 


(а) 16х - 212 7 b- 6x - 712 13 + 2 хі 


(с) Әх - 11 I2x d- 
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الکسور الجزئية 


المتطايقة : 


هی عبارة عن معادلة متساوية لجیمع قیم المتفیر. فمثلاا:- 


3x-IzA,(x- D* A, (x - 2)‏ 
лај‏ عن متطابقة تحتوی على الثوابت Аз, А‏ 
طرق تعيين الثوابت: 
الطريقة الأولى:- 


نعرض عن قيم للمتغير × بحيث تلغى أقواسا فتقل عدد الثوابت (عدد 
المجاهيل) لیصبح ثابتا واحدا عن كل تعويض يمكن إيجاد قيمته بسهوله. كالاتى:- 
بوضع | = × فی طرفی المتطابقة وب 
34)-15А,(1-1)4А,0-2)‏ 
A,‏ - 2-0 


بوضع 2 = × فی طرفی المتطابقة := 
A, )2-1 (+ A, (2 - 2)‏ = 1 - (2) 3 
اذ - ڈ5 
A, =5‏ 
الطريقة الثانية : - 


بمساواة معاملات × فى الطرفین لجميع قوى × المختلفه : 


-116- 
= (A + AJ xX - A,- 2A; 


3 =A +A, (1) 
لے‎ AA (2) 
(2) , (1) بجمع المعادلتین‎ 
-A =2 
A,2-2 
(1) فى المعادلة‎ Аз 144 بالتعویض عن‎ 
А|-3-А, 
-3-(-2)-5 


مثال 2 : 
أوجد قيم الثوابت فى المتطابقة الآنية: 
A, (x + D+ A, (x - 2)‏ = 1 + 2 + 

الحل : 
ضع ]- = X‏ فى الطرفين :- 

(17 + 2 )-1( + 1= A, (1+ 1) + A, (152) 

0 z-3A, 
А =0 

ضع 2 = × فى الطرفين : 


(27 4242) + | = A, )2+1( + A, (2-2) 


34= و 
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: 3 مثال‎ 
-: أوجد قيم الثوابت فى المتطابقة‎ 
5x- 1 =A, (x - 1) (x -2 ) + A, (х - 2) (x + 3) + A; (x - 1) (x + 
3) 


: ЭРЧ! 
ضع 1 = × فى الطرفين‎ 
5(1)-1=А (1-1) (1-2) +۵,)1-2( (1+3)+А; (1-1) (143) 
5 - hE 0 + A, )-1( (4) + 0 
4 = -4А, 
„Аз = - 1 
-: فى الطرفين‎ x = 2 ضع‎ 
5 (2) -1 = A, (2-1) (2-2) +A, (2-2) (243) +A;(2-1) (2+3) 
10 - 1 = 0 + 0 + وھ‎ (1) (5) 
9 
А, = — 
ود‎ 
-: ضع 3- = × فى الطرفين‎ 


5 (-3-1 = A, (3-1) (-3-2) +A, (-3-2) (-343) +A, (2-1) (243) 
-15-1 = A, (4) C5) + 0 +0 


-16 = A, (20) 


20 


IER 
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: 4— I الکسور‎ 

تعرف الکسور الجزئية على انها خارج قسمة کشیرتی الحدرد. ویسمی 
الکسر بالکسر الحقیقی |ذا كانت درجة البسط أقل من درجة المقاء. وسمی بالکسر 
الغير АД»‏ عندما یکون درجة البسط آکبر من أو یساوی درجة المقام. 

ویمکن کتابة الکسر الفیر حقیقی على صورة حاصل جمع كشيرة الحدود 
بالاضانة الى کسر حقیقی. ومثال ذلك: 


22 
X, +3 +5 sb gaud 
х-2 "X42 


کسر حقیقی + كثيرة الحدود = کسر غير حقيقى 
ويمكن جمع اثنين أو أكثر من الكسور الحقيقية للحصول على كسر 
حقیقی واحد. بإيجاد المقام المشترك ثم يتم الجمع کالاتی: 


1 ۳ 2 __ 3+ 2+ 2/4042) 
۲ +۲2 3х-2 ) + 2( )3 + 2( 
۔‎ 0 03x46 _ 


(х + 2( )3 x —- 2) 

وموضوعنا الحالی هر عکس هذه العملية (عكس هذا الاجراء) أى تجزئة 
الكسر الحقیقی الى كسور حقيقة. ويتم ذلك كالآتى: 
الحالة الأولى: 

حالة جميع عوامل المقام من الدرجة الأولى حقيقية ومختلفة: 

F (x) / 9 (x) = نفرض أن الكسر‎ 

حيث المقام كشيرة الحدود من الدرجة n‏ والتى يمكن تحليلها إلى" من 
العرامل الأولية الحقيقية من الدرجة الأولى على الصورة: 
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ó (x) = (x - x) (x - Xj) 


حيث يمكن كتابة الکسر على الصورة :- 
F(x)‏ ے F(x)‏ 
ф(х (Х-Х,) (х-х,)....... (х-х,)‏ 
ویمکن وضعها علی صورة مجموع کسور حقيقية : 
Aj + 8; +... + А,‏ ت سود 
(Х-Х,) (Х-Х, )................ (xx) (x-x,) (x-x,) (Х-Х,)‏ 


وبعد ذلك يتم توحيد المقام فى الطرف الأيمن ومساواة البسط فی الطرف 
الأيمن بالبسط فى الطرف الأيسر. نحصل على: 


F (x) = A, (х-х,) (x - xj) ............. (x-x,) 
+ À, (x - X (x - X3) سس‎ (x - x.) 
+ А, ) ) ( ) ( ) 
+A, (x-x) (x - x2).......... (x - x.) 
من المعادلات‎ n المختلفة فى الطرفين نحصل على‎ X وبمساواةقوى‎ 
Ap Аз Аз, ...., A, والتى بحلها نحصل على الثوابت‎ 


ويمكن الحصول على هذه القيم بطريقة أخرى. وذلك بوضع × = × فى 
المتطابقة السابقة يتم الحصول على : 


F(x) = A, (x, - x) (x, - xj)..... (x, - X) 
5 F(x,) 
! (X, = Xa) (X, - x) .... (X, - x) 
(o Á, - : يمكن تعیین‎ × = X, وبالمٹل یوضع‎ 
Ага F (xj) 


(Ху-Х,)(Х,-Х,)... (x, -x,) 
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وهكذا يمكن تعییں الثوایت (A)‏ وسوف بوضع هدا فى المثال الآني. 


مثال | 
حلل الكسر : 
5x42‏ 
*2)(3x-2)‏ ) 
إلى کسوره الجزئية 
الل : 


5x42 5 А, 4 А, 0) 
) + 2) ) 3-۰ 2( (х-2) (3x-2) 
,ها‎ (3x - 2) + A, (x +2) 
š ) + 2 ( (3x - 2) 
بسط الطرف الأيمن = بسط الطرف الأيسر‎ л 
-3хХ425А((3х-2)ФА.(х»2) 


ضع 2- = x‏ فى الطرفین 
A, B (-2) -2) + 0‏ = 2 + (2-) 3 
-8=-8A,‏ 


: : Ё 
فی الطرفين‎ × = a 


زوع ۸12+ )2: )012 کر و + رے)؟ 
و د 3 3 


) 


10+6 _ 0 رب‎ 2*5 
3 МЕ 


16 


А, =20=2 
Б 


21215 
بالتعویض فی المعادلة )1( 


5x42 "M NES 2 
C (x + 2) (3 х - 2) х+2 (3х - 2) 
: 2 مشال‎ 
حلل الکسر‎ 
2 + 3 
(x - D (x + D (x - 2) 
: الی کسور الجزئية‎ 
: الحل‎ 
2x73 А, + А, x А, (1) 


a-D««D«-2 KED Q+) (0-2) 


_ A, (х+1) (x-2) + A, (x - ]) (x - 2) + A, (x - 1) (x + 1) 
(x- 1) (x + l) (x - 2) 
.. 2 2+ 3 = A, (х+1) (x-2) +A,(x-D(x-2)+A, (x -1) (x +1) 
فى الطرفين‎ × = -]— 
2 )[(+ 3 = A, (-1+1) (-1-2) +A,ر(-1-1)(-1-2)+A,‎ (-1-1) )-1 +1) 
..[ = 0 + 6 ۸۵ +0 


ديم 
5-6 


۰.2 (+ 3= A, (1+1) (1-2) +0 + 0 
5=-2 ۵ 
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5 
А, دواد‎ 
× = 2 ضع‎ 
2(2) +3 = A, )2+1( (2-2) + A, (2-1) Q-2) + А,(2-1) (241) 
7z 0 * 0 * 3A, 
(1) وبالتعویض فى المعادلة‎ 
DEP сь. ۴۴۶۱ MEETS , l پ+‎ 17 
(x - b (x + D(x-2) 2(х-1) 6(х+1) 3(x-2) 
فى الطرف‌الایسرماعدا‎ x = 1 لایجاد ——: ,۸۵ نعوض عن‎ 
(x-1) المقدار‎ 
- 2x + 3 02x43. |] 
| (x + 1) (x - rre m 
| o 3 du 
(1 + ۱( )۱ - 2( 2 
فی الطرف‌الایس رماعدا‎ x = -] نصوض عن‎ Aرةميقداجبال‎ 
- :) + 1( المقدار‎ 
А, 4| 2x43 
[X D (x - 2) x=-1 
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2 2000123-03 а 
(-1-1) (1-2) 


لایجساد قیسمسۃ و۵ نصوض عن 2 = x‏ فى الطرف‌الایسرماعدا 


2x +3‏ ایم 


(x - 1) (x+ 1) 


| 2 (2) + 3 


(2-1) (2+1) 


-:(x-2) المقدار‎ 


ха2 


zt 


بالتعویض فی المعادلة )1( 

E -5 2 ] " 7‏ 3 + 2 : 
(x-D(x*D(x-2. 20-) 6(х-1) 3(x-2)‏ 
وعلى الطالب تطبیق هذه الطريقة على الامثلة السابقة. 


الحالة الثانية : 
بعض عوامل المقام من الدرجة الأولى ولكنها متساوية :۔ 
2+ بر + X"‏ 


-: ذلك کسر حقیقی على الصورة‎ Jus 
(x - D? (x-2) 


نضع العامل المکرر 1 - × = y‏ 
نحول الكسر من داله فى X‏ إلى دالة فى y‏ كالآتى:- 
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x +x +2 (y +1) +y +1 +2 
(х-1) (x - 2) y (y - 1) 


_ у +2у+1+у+1+2 
y (у-1) 


_4+3у+у! 
y (у- 1) 
عملية‎ ifl + у) على‎ )4 +3y+y) بقسمة البسط‎ 
مرفوع لأس يساوى درج ةالعامل‎ y التسمة حتى نحصل على باقى یحتسوی على‎ 
- المكرر وهو 3 ليكون الكسر على هذه الصورة:‎ 


2 3 
Be gs -4 -7y - 8y? + لاق‎ 
y (y-D y -1+y 


y yl y -l+y 
: وبارجاع قيم مرة ثانية نجد أن الکسر یساوی‎ 
یر ری‎ Зо. 29218728 
у> (у-1) (D (x17 -D (2۔))‎ 
أى أن العامل المکرر "(1-) فى المقام یناظره ثلائة کسور جزئية على‎ 
-: الصورة‎ 
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كل عامل فی المقام على الصورة (X - AY‏ یقابله T‏ من الکسور الجزئية 


على الصورة :- 
àl E + i‏ 
(x - A)‏ رم (x-A)  (x-‏ 
ویتضع هذا من المثال الآتى: 
مثال : 
Ji»‏ الكسر :- 
1[ +« 2 
(х41)(х2-3х-4)‏ 
إلى کسوره الجزئية 
الحل: 


2x + 1 Е 2х +1 
(x + 1) (2-3x-4 (х+1) ع)‎ + 1( (х - 4) 


5 2 + 1 
(x + 1) (x - 4) 


2 زر‎ + 1 E A, А, А Ау 
(х 41) (х-4) (4D? x+l x4 
) + py (x- 4) X ضرب الطرفین‎ 


.. 2 +ع‎ l=A,(x- 4 + A, (x + D (x-4) + A, (x + D° 


(1) 


ضع 1- = x‏ فى الطرفين : 
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2(-1) +1 = A, (-1 - 4) + A, (4144) C1 -4( + A, (141) 


-15-5А, t 0 t 0 
dr 
2 


ضع 4 = × فى الطرفين :- 
)4+1( يم + )4-4( )4+1( A, (4-4) +A,‏ 1+ )4( 2 
А;‏ 25 + 0 + 0 =9 


ضع 0> X‏ مع التعويض عن قيم رھ ,بذ :- 
A, (0-4) + A, (041) (0-4)+А, (041)‏ = 1 + )0( 2 
بد Iz-4A, -41 42 D+‏ 


5 1 9 


0.11 - دية ^ 


بالتعويض عن قيم | À‏ , ر۸ , وھ فى المعادلة )1( :- 
5 + 011 | ود 


e. لے‎ nho. Üs. s— — سس — ل لني‎ 


(41) (x-4 5(х41)) (х41)  25(x-4) 


11- 


15- 


2 


(x + 1) (x - 1) 


2 


(x - 1) (x - 2) 


x + 1 


(x- 1) (x +2 


2x43 


(x + 1( (x + 2) 


х - 4 
x (x - 2) 


x+4 


x (x + 2) 


2x42 


x^-x- 12 


бх 


(x -D (x - 2) (х - 3) 


ТОЕ 


تمارسسسن )12( 


حلل كل من الکسور الآتية إلى كسور جزئیة: - 


2 - 


10 - 


14- 


Х 


x (x + 2) 


2x-*l 


x! + 10 «+ 1 


х + 2 


—— 
x ` - ۷ - 6 


2 + 1 


x - 5x + 6 


x-l 


(3 x - 5) (x + 2( 


19- 


21- 


23- 


бх? 


(x + 1) (x + 2) (x + 3) 


x + 1 


x (x - 1) (х + 2) 


Xx + 3 


(x - D^ (x + 2) 


2x43 


(x + 2)? (x + 1) 
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20- 


22- 


24 


18 - 


3x! 22x45 


x2- 1 


4х2 +5х+3 


) + 1) (х - 2) 


x! +4х4 + 3 x 


x! +3х+2 


_ 2x -3 x -4х+10 


2х2 +x - 6 
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الحالة الثالثة : 
المقداریحتوی على عوامل من الدرجة الثانية لا يمكن تحلیلها إلى عوامل حقيقيه. 
فى هذه الحالة يمكن تحليل العامل إلى عاملين تخيلين فمثلا المقدار 
(X - а)? + b°‏ يمكن تحليله إلى عاملين تخيلين على الصررة 
i = V-I‏ حیث [x - a) +ib] (х-а) -ib]‏ 
أى یمکن أن یناظره كسران جزئیان على الصورة: 


А B 5 cx «D 


3 
e, ————— ——— س‎ 


(x-a)tib  (x-a)-ib (x-a) +b? 
أى أن كل عامل من الدرجة الثانية لا یمکن تحليله الى عوامل حقيقيه من‎ 
الدرجة الأولى فإننا نفرض له كسر بسطه من الدرجة الأولى ومقامه نفس المقام.‎ 


مثال : 
حلل الكسر الآتى : 
— 01 / 
(x - D (x^ +x - 4)‏ 
إلى کسورہ الجزئیه 
العمل : 


— ? _ A , Bx*C 
(х- 1) (х +х-4) х-1 (x'ex-4) 


7 2 = A (x + - 4) + )8 x+c)(x- l) 
: بمساواه قوی × فی الطرفین نجد أن‎ 
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معامل X^‏ يعطى 0-А-8‏ 
معامل X‏ یعطی 0-8 + 0-۸ 
معامل × یعطی 4۸-6 2-2 


(x - D (x? + x - 4) 


وبحل هذه المعادلات الثلاث نحصل علی :- 


(x +x-4) 0-1 
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تماریسسن )13( 


حلل کل من الكسور الآتيه إلى كسوره الجزئیه : 


2х-2 


x? -x - 12 


x + 3 


(х- D? (x + 1) 


x!-x*4 


(x - 1) (x + 1) (1 + x2) 


2x? +x2-x-3 


x(x- 1) (2х + 3) 


3 + x 


(1-x)2 (1 + x?) 


SSSSSSSSSSSSNNNNN 
оо“ 


SSSSSSSSS 
ОО 


الباب الثانی 


| الهندسية,التحليلية 


Мин 
SSSSSSSSSSNSSSNS 


م/م 
2 کت ممم 


и 
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نظم المحاور الکارتیزیه : 

تتحدد السحاور الکارتبزیه كما بشکل )31( من خط رأسی وخط أفقى 
یقسمان المستوی (ورقة الرسم) إلى أربعة آرباع. وتسمی نقطة تقاطع الخطین بنقطة 
الأصل ويرمز لها JU‏ — "0" ویسمی الخط الأفقى بالمحور x‏ والخط الرأسی 
بالسحور ۷. ویدرج المحورین بوحدات مناسبة فتکون الوحدات على يمين ويسار 
نقطة الأصل بالوحدات الموجبه والسالبه على الترتیب للمحور Х‏ والوحدات أعلى 
وأسفل نقطة الأصل بالوحدات الموجبه والسالبه على الترتیب للمحور Y‏ 

وتتحدد أى نقطة فى هذا السستوی فى صورة أزواج من الأعداد الحقيقية 
وتكتب على الصورة (х, y)‏ مثل )3 ,2( A‏ أو )3 ,2-) B‏ خيث یسمی العدد الأول 
بالاحدائی × والعدد الثانى بالاحدائی ۷. 


В 3 А 
2 
1 
X 


شکل 31 


- 135 - 
331 محورین متعامدین بمثلا المحاور الکارتیزیه «X - y‏ وبإستعمال 
وحدة قیاسی مناسبة مدرجة علیهما یمکن تحدید الوضع الابتدائى والوضع النهائى 
لأى نقطة فى هذا الستوی (شکل 32). 
БЫ‏ کان الوضع الابتدائی لنقطة هو : А (хү, уу)‏ 
وکان الوضع النهائی لهنه النقطة هو : B (x; , Уз)‏ 


B (хл y>) 


! 
! 
! 
iM = (y2- y!) 


А= (х,у) x 


شکل 32 
إن مقدار التغير فى اتجاه المحور × ویرمز له ب انش هو : 
ومقدار التفیر فى اتجاه المحور Y‏ ويرمز له Ay,‏ هو : 
y 2 y; - Y,‏ ۵ 


وبتطبيق نظرية فیثاغورث يمكن إيجاد البعد بين النقطتین АВ‏ 
АВ = V AG) «(дуу‏ 
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)1( رک رہ - VG,‏ = 


اذا كانت النقطة )2 ,1-) B (2, -2( , A‏ آوجد البعد بینهما 
الحل : 


: 1 Jo 


A ۲ = رد‎ - 2, = 2- )-1( > 3 


Ay = y, - y) = -2 -2 = -4‏ 
.. المسافه بين النقطتين والمعبر عنها بالطول AB‏ هی: 


АВ = (Ах)? + (Ay)? 
= ۷ )3(* «(c9 = 5 
: 2 مال‎ 
Ах = 5 , وکأن التغیر‎ A (-2, 3) إذا تحرکت نقطة وضعها الابتدائى هو‎ 
فما هو موضعها الجدید ؟‎ Ay = -6 
: الحل‎ 
A X = x;- X, 
X, =AX+x =5-2=3 
А  <الو‎ - у 
yy =Ау+у = 3 
: ..الموضع الجديد للنقطة هو‎ 
В )3 , - 3) 
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ميل الخط المستقيم : 


Ї يمسر بهما المستقیسم‎ Р, (х, Я yj) Р, (X ; Уу النقطتیسن‎ 
33 شکل‎ 


P2 (x2, Y2) 


نجد من الشکل أن :- 
A x = X> - х‏ 
Хузу,-У,‏ 
ویعرف ميل الخط المستقیم والذی یرمز )0-4 کالاتی: 
التغیر فى الاتجاه الرأسی 
التغیر المقابل فی الاتجاه الأفقى 


= Ay (2) 
Ах 
: 3JL 


إذا كانت )1,2( P.(3,8) , Р,‏ نقطتين آرجد ميل المستقيم المار بهما. 
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مشال4 : 


فى أى نقطة يقطع المستقيم 1 فی المثال 3 المحور X‏ 


الحطل: 


تفرض أن نقطة التقاطع هی ( 0 , P, (x,‏ 
وبما أن )2 ,1( P,‏ تقع على المستقیم. 


1 
А مجع‎ 
х 3 у 
| 2 
2—(2-0)2— 
36 3 
2 
3 < 1 - و5‎ 
2 1 
1 سای[‎ = 
? 3 3 
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cL»‏ ميل الخط المستقیم: 
يعرف السيل أيضا بأنه Jb‏ الزاوية العی يصنعها المستقيممعالجزء 
الموحب للمحور X‏ أى أن : 


m — tan 4‏ 
وعلی ذلك يوجد أربع حالات لميل الخط المستقيم . شکل 34 : 


1 - الحالة الأولی: 


إذا کان المستقیم یمیل فى قسمه العلوی نحو اليمبن كما فی شکل 4) 
a)‏ -. حيث تزيد A y‏ بزيادة × 4 وفی هذه الحالة تکون "90 > $ > 0 


я А 
موجیا۔‎ tan ۵ = ويكون مگ‎ 


2- الحالة الثانية : 


يكون المستقيم فى »6 الأسفل ناحية اليمين كما فى شكل (á - b)‏ حيث 
تفل y‏ ۵ بزيادة AX‏ وفى هذه الحالة تكون 180° > ф‏ > 90° 


UL tan ۵ = AX. ویکون‎ 
Ax 


: амын الحالة‎ - 3 


یکون المستقيم فيها أفقيا كما فى شکل A y = 0 <> .)4 - c)‏ مهما 
كانت — A X‏ وبالتالی تكون ф-0‏ 
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tan ¢ = AX =0 
X 


4- الحالة الرایعه : 


یکون المستقیم فیها رأسيا حيث تکون 0 = A X‏ مهما كانت قيمة y‏ ۵ 
وبالعالی فان (شکل 4-4( - 
كمية غير معرفه = الشف د ۵ tan‏ 
Ax‏ 
ф = 90°‏ .7 
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المستقیمان المتوازیان : 


یترازی المستقیمان إذا ساوی ميل كل منهما الاخر. 


ای ان : 


tan ф, = tan 9,‏ 
59,70 
" تتساوی زوایاهما مع الجزہ الموجب للمحور × كما فى شكل )35( 


y 
; A А : 
35 شکل‎ 
: المستقیمان المتعامدان‎ 
(36) ويوضحها شکل‎ 


9: -90- 9, 
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tan ر4‎ = tan (90° + $1) 
1 
m° 7^ ane, 
1 
241 
e ou 
1 


حیث یکون شرط التعامد هو :- 


m,m, 5-1 (3) 
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[- ضع النقاط الآتية على المحاور الكارتيزية ثم أوجد ميل المستقيم المار بهما - 


-: فی كل حالة - وأيضا ميل العمودى عليه‎ B, A 


afso [оо Joo | os | эд مدا‎ 
в Гол [os [so | 23] 24 Гал! 


-2,- 1 


2- ضع النقاط الآنيه على المحاور الکارتیزیه وبين الحالات التی یکون قیها الشکل 
10 متوازی أضلاع والحالات التی یکون فیها الشکل مریم أو 


3 - لدينا النقاط (1- ,0( C (3, 4), B (4, 0), A‏ بين أن ABC‏ مثلث قائم 
الزاویه وأوجد مركز الدائرة المارة برؤوسه ونصف قطرها. 


.P P, أوجد منتصف‎ Р, (х, 8 У)) 3 P: (Хү, У!) لتکن‎ m 
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معادلات الخط المستهيم: 

نفترضالمستقيم آیمر بالنقطتین Р, (x; , уу). Р, (Хү. Уу)‏ 
والمطلوب ربط الاحداثى x‏ بالاحدائى لإفى النقطة (x, y)‏ #الواقعةعلى 
المستقيم. وعلى ذلك يجب معرفة الحالتين الاتیتین: 
الحالة الأولى : 

(37 (شكل‎ x, х, 

فى هذه الحالة يكون المستقيم ١‏ رأسياه ولجيمع نقاطه لا يتغير الأحدائی 
ul) х‏ يكون ثابتا). وعلى هذا فان P (x, y)‏ تقع على المستقيم إذا كان ,۷ = X‏ 


والأحدائی ‏ یأخذ عدد لا نهائى من القيم. 


Р, (Хэ, ¥2) 


Р (х,у) 
P (xi, yı) 


الحالة الثانية : 
x, ×۱‏ (شکل 38( 
نعلم ان ميل المستقیم m‏ هو :۔ 
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وأن النقطة ( P (x, y‏ تقع على المستقیم |ذا انطبقت النقطة م علی,۳ أو 
تساوى ميل рр,‏ مع الميل РР,‏ وفی هذه الحافة فان:- 


"ух ۷, = m(x-x|) (4)‏ 
وتسمى هذه المعادلة. معادلة الخط المستقيم بدلاله ميله ونقطه يمر بها 
P (ху, y)‏ شکل a‏ - 38 حيث إلا m, x,‏ ثوابت х,у ٠‏ متغیرین. 
ومن الممکن کتابه المعادلة رقم )4( على الصورة :- 
رلا +5۱ 0 - 5 ۲ у=‏ 
)5( + و  <‏ .-. 
mx, c‏ - رلا b=‏ 
عند وضع 0 = X‏ تصبح قيمة ا = لإ дез‏ ذلك تكون النقطه b)‏ , 0) 
واقعة على المستقيم وتقطع المحور ‏ عند 7 (طول الجزء المقطرع على المحور У‏ 
يساوى (b‏ ولذا تسمى هذه المعادلة بمعادلة الخط المستقيم بدلالة الميل والجزء 
المقطوع من المحور y‏ (شکل b‏ - 38). 


1223 


شکل 38 
JU‏ 1: 
أوجد ميل المستقيم 3 + y = 2 x‏ وأيضا الجزء المقطوع من المحور У‏ 
J——=!‏ : 
بمقارنة معادلة المستقیم بالمعادلة رقم )5( 
т = 2‏ 
3 = 0 


:. میل المستقيم = 2 
. الجزه المقطوع من المحور y‏ = 3. 
وبرجه عام یمکن وضع معادلة المستقیم على الصورة : 
Ах + By + С=0 (6)‏ 
حيث A, B, C‏ ثوابت . 
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ویکون أحد الثابتین ۸ أو 8 على الأقل لا يساوى صفر فرذا كان : 
l- B -0‏ 


 АХ-С- 0 
x xt (7) 
А 
وتکون هذه المعادلة معادلة مستقیم رأسی.‎ 
2-8 +0 
Ву =- Ах -с 
А C 
ш---Х--- 8 
у B B (8) 
=: (5) ویمقارنة هذه المعادلة بمعادلة رقم‎ 
Caec. اک‎ 
В В 


وتعتبر المعادلة رقم )8( معادلة خطية من الرجة b‏ لى. 
طول العمود الساقط من النقطة Ру (хү, yj)‏ على المستقيم 0 = Ах + By + c‏ 


يرمز لطول هنا العمود بالرمز d‏ .یکون Ui;‏ للصيغة: 


ле |Ax, + В у, +0‏ 
وسوف نكتفى بإستخدامها بدون إثبات Ag‏ 
مثال : 
أوجد أبعاد النقط )0 ,1-( C (-3, 5), 8)1,1( , A‏ من المستقيم x‏ 2 
0> 5 - 3 +. 
Hl‏ : 


م |5 - 3)0 +120 ے 4 


š ۷/13 
4 12.63) +3 6-5 ے‎ 4 
fy ` O ВЕ 8 


V 13 V 13‏ 
فعند تعویض الاحداثیات فی5 2x + 3  -‏ وجدنا النتائج , 0 , 4 + 
7 - وهذه التتانج تدلنا على أن النقطه ۸ تحت L‏ عليه C, B‏ فوقه (شکله 39). 
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(15) ƏZ>à— نمار‎ 


1- أوجد معادلة المستقيم الذى يمر بالنقطة )2 ,1( A‏ ویوازی المستقیم + × 
.2у= 3‏ 

2- أوجد معادلة المستقيم الذى يمر بالنقطة )2 ,2-) А‏ والعمودی على 
المستقيم 4 Ax + y‏ 

3- آوجد معادلة المستقيم الذى يمر بالنقطة )4 ,1 ) A‏ وزاویة ميله تساوی 
60°. 

3- ما هی زاوية ميل المستقيم 24 لإ+ × 2. 

5 - عین احدائی النقطة Р (x, y)‏ بحيث يكون ميل المستقيم |1 المار بها 
وبنقطة الأصل مساویا2 + ويكون المستقيم L,‏ المار بالنقطة )0 ,1-) A‏ 
وبالنقطة P (x, y)‏ مساویا [ +. | 

6- اثبت أن )2 ,6( C )-2. 8۱, B (-2, 2), A‏ هی رؤوس لمثلث قائم الزاوية 
ثم أوجد معادلة العمود النازل من رأس القائمة على القاعدة. 

27 آوجد النقطة التی تقم على محور X‏ بحیث یکون بعدها عن المستقیم ‏ 9 
20 6 - $ 12 - مساويا 2. | 

8- أوجد معادلة المستقیم الذى يمر بالنقطتین (1- Р, (-3, 8), Р((2,‏ 

9- أوجد معادلة المستقیم الذی میله 5 ویقطع جزءا من محور Y‏ قدره -3 


0 - إذا كانت معادلة المستقیم هی : 
1-0 + 5۷ - 2 


فأوجد المیل والجزء المقطوع من المحور ۷. 


41515 
1- أوجد احدائیی نقطة تقاطع المستقيم الذی معادلته : 
2х+3у= 3‏ 
مع : -A‏ المحور X‏ . 
OY jy! -b‏ 
12- أثبت أن النقاط )2 ,6( C C2, 8), В(-2, -2), A‏ ھی رؤوس لمثلث 
متساوی الساقين ثم أوجد معادلة العمود النازل من رأس المثلث على 
القاعدة. 
3۔ أوجد طول العمود النازل من النقطة )3 ,2( А‏ على المستقیم: 
х- 12 ۷ + 10-0‏ 5 
4- أوجد طول العمود النازل من القطة )4- ,2-) A‏ على المستقیم : 
(х-3)-у-2‏ 12 
5-آوجد طول العمود فی التمرین السابق بالقیاس بیانیا. 
6- آرجد البعد بين المستقیمین المتوازیین: 
0 - 15 + 8۷ +6۶ , 0= 13 - 4۷ + ۲ 3 
7- آرجد ساحة المثلث الذى رژوسه هی النقاط : 
A (2, -3) , B (4, -1), C (8, 5)‏ 
18- أوجد بعد منتصف المسافة بين النقطعين )2 ,3( B (5, 6) , A‏ عن 


المستقيم: 
7х-24у-5-0‏ 


التطسوع المخروطسه 
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The Circle $a! -1 


هی المحل الهندسی لنقطة تتحرك فى المستوى بحيث تبعد بعدا ابتا عن 


نقطة ثابتة تسمى المركز ويسمى هذا البعد الثابت نصف قطر الداثرة (شكل 40). 


y 


(х, y) 
P 


m X 
| 40 شکل‎ 


معادلة الدائرة : 
تمثل النقطة C (h, k)‏ مركز الدائرة , ۲ نصف القطر والنقطة Р (х, y)‏ 
أى نقطة على محيط الدائرة. 
СР =r‏ . 
-Y(x-h)«(y-k‏ 
بتربیع الطرفين: 
л (x - h)? + (y - kK)? = 2 (1)‏ 


siss- 
C (h, k) المعادلة رقم )1( تمثل معادلة داثرة بدلالة احدائی المركز‎ 


.I pmi ونصف‎ 


مثال 1: 

أوجد معادلة الداثرة التی مرکزها نقطة الأصل ونصف قطرها ۲. 
الحل : 

احدائی المرکز : h=k=0‏ 

(x - h)? + (y - ky = الدائرة ھی تر‎ Шим 

بالتعویض بإحداثى المركز فی معادلة الداثرة: 


s (x - 0)? + (y - 0)? = ۶ 


р‏ = ر + ٹڈ 
JL s‏ 2: 
أوجد معادلة الداثرة التى تمر بنقطة الأصل ومرکزها )2,1( с‏ 
الحل: 


تح (y - К)‏ + زط - (x‏ 
بالتعويض بإحداثى المركز فى معادلة الدائرة: 
(х - 2) + (y - 12 = г‏ 
وحیث أن الداثرة تمر بنقطة الأصل 


х= у= 0. 
«(0-27 «(0-1 = г 
4+1=г 


5 = г 


- 156 - 
23 معادله الدائرة هی :- 


(х-2) + (у - ۱۳ 25‏ 
مال 3 : 
ما هو المحل الهندسی للنقط P (x , y)‏ التی تحقق احدائیاتها المتباينة 
الانے :- 
(x - h)2 + (y - k)? < r‏ 
— : 
تتحقق المتباينة عندما وفقط عندما تکون النقطة P‏ داخل الداثرة التى 
نصف قطرها ۲ ومركزها C (h, k)‏ (شکل 41( 


: 4 JC 
ادرس تحلیلیا المعادلة الاتیه:‎ 


X +y +4x-6y = 12 
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الیل : 
يتم ترتیب کتابة المعادلة لتكون بهذه الصورة: 

x + 4 x + - 6۷ = 2‏ 
تستکمل المریعات للاحدائیات y, x‏ جهة اليسار للمعادلة وما یتم اضافته 

جهه الیسار يضاف جهه اليمين لتصبع المعادلة بهذه الصورة: 
6у+9 = 12+4+9‏ - يز + 4 + ير4 + x‏ 

-. (x + 2( + (у - 3) = 25 

تمثل هذه المعادلة معادلة داثرة مرکزها )3 ,2-( © ونصف قطرها 5 = ۲. 


معادله الداثرة فى الصورة العامة: 


يمكن فك المعادلة رقم )1( لتصبح على الصورة الآنية: 
x + y -2hx-2ky +h +k- r =0 (2)‏ 
وحيث أن 5 h, k,‏ وابت 
إذا يمكن كتابة المعادلة السابقة على الصورة الآنية: 
x жу + X+c,y+c,= 0 (3)‏ 
وهی تعبر عن معادلة الدائرة فى الصورة العامة حيث C. , Ср‏ , و0 ثوابت يمكن 
إيجادها إذا علم أى من الشروط الآتيه: 
| - ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة وتمر بها الدائرة. 
2- ثلاث مستقيمات ليست متلافية فى نقطة وليست متوازية وتمر الداثرة بنقط 
3 - تمس الدائرة مستقيمين وثمر بتقطة ليست على أى من المستقيمين. 
ویلاحظ فى هذه المعادلة الآتى: 
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1 - المعادلة من الدرجة الثانية فی X‏ , ۷ . 

. صفر‎ = X y معامل‎ -2 

СУ” atas x^ عامل‎ -3 

مثال 5: 

B (0, 1), A (1, 0), معادلة الداثرة التى تمر بالنقاط الشلاث‎ хээ! 
р (2,2) 

الحل : 

معادلة الدائرة هی : 0 = يع + c, y‏ + × بع + X +y‏ 

بالتعريض بالنقطة )0 ,1( A‏ فى معادلة الدائرة: 


..1+0 +с +0 + وء‎ = 0 


1+ وہ + رع‎ -0 Ї 
З فى معادلة‎ B (0, 1) بالتعريض بالنقطة‎ 


0-1404с4С,-0 
1+ + » -0 II 

بالتعريض بالنقطة )2 ,2( D‏ فی معادلة 41 : 
4+4+2с +2 cC, 460,20‏ 


8+2с +2 + = 0 Ш 
H , I بطرح المعادلتين‎ 


бе €i = د‎ 


نعوض عن قيمة © فى المعادلة III‏ 
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1۷ 0= وه + 8+4 > 
بطرح المعادلتین 1 , 1۷ 
0 عرم 3 + 7 . 
7 
mc m‏ ہہ 
2 3 1 
بالتعريض عن قيمة C,‏ فی المعادلة IV‏ 
-l -c‏ = بوم 
ور E‏ 
3 3 
.“. المعادلة المطلوبة هی : 
4 7 یو NS‏ 
X жу--х--уч —z20‏ 
Ас “алс‏ 
وبالضرب X‏ 3 
3xX2+3y2-7x-7y+4=0‏ - 
J‏ 6 : 
أوجد احدائیی المركز ونصف قطر الدائرة فی المثال السابق. 
الحل : 
ce =- 2h 3 hag‏ 
6 2- 
c, = -2 K k= 22 ML‏ 
6 2- 
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S21 49 + 49 - 48 


36 
210 
36 
5 ыг 
== 
sv 
T. 9 
Е dies 
«| 2| إحدائی المركز‎ 
2 ۷/2" ونصف القطر‎ 
: 7 J. 


أوجد Мы‏ ثى المركز ونصف قطر الدائرة التى معادلتها : - 
A#0‏ , 2-0 برع بعر« + Ax + AY,‏ 


الحل : 
بقسمة المعادلة على А‏ مع وضعها على الع ءة : 
-F‏ 2 2 
X t—X + + -=> = —.‏ 
АС А‏ 1 
بإكمال المربع بالسبة y, X J‏ وما يناف جهة الیسار يضاف جهة اليمين 
ات المعادلة على الصورة :- 
20 
ти i +E — =+ +‏ 
А y? rij 56 Ey (—)° A. 2‏ 
2 2 
"Y 5 (у+ 2-7 = .2D +۳۲ -4AF‏ 
2А 4 А?‏ 
بمقارنة المعادلة السابقة بمعادلة الداثرة رقم )1( یتضع الاتی : 
E‏ دي : h= P‏ 
2A 2A‏ 
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۳ ۰ = 
4 А? 
نصف القطر ۲ هو‎ С| 22-52 إہادئی المركز هو‎ 
2A ۸۵ 
„= D? +E -4AF 
4 А? 


مشال 8 : 

إذا کان المستقیم النی معادلتے 0 = 4 + x - y‏ 2 یقطع محورى 
الاحدائیات فی النقطتين 8 , 8 فأوجد معادلة الداثرة التی تمر بالنقط b,a‏ , نقطة 
الأصل. 

الحل : 

لإيجاد نقطتى تقاطع المستقيم 0 = 4 + x - y‏ 2 مع محورى الاحدائیات 
ء يتم التعويض 0 = y‏ فى معادلة المستقيم لإيجاد نقطة تقاطعه مع المحور X‏ 


کالاتی: 
0+4=0 -() 2 
2х=-4 > х= 2‏ 
2 نقطة التقاطع هی )0 ,2-( а‏ ی )421525 
المحور y‏ کالاتی : | 
у= 4‏ جہ 0 -у+4=‏ )0( 2 
ihi..‏ التقاطع هی )4 ,0( b‏ 42.01 


x^ « y! c, X + Cy + €, = 0 معادلة الدائرة هی‎ 
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حیث أن الداثرة تمر بالنقطة )0 ,0( فهی تحقق المعادلة :- 
c; = 0‏ + )0( + )0( + )0( + )0( .^ 
0ع وه .. 
وحيث أن الداثرة تمر بالنقطة )4 ,0( b‏ فهی تحقق المعادلة :- 
0 - يعد + 0+ 16 + 0 ... 
7с) = 4‏ 
وحيث أن الدائرة تمر بالنقطة )0 ,2-) 2 ۰ فهى تحقق المعادلة :- 
440-2с,-4(0)-0‏ 
“2C =4‏ 
2 = ,6 
وبالتعویض عن قيم C1‏ , :© , و فى معادلة الداثرة فتصبح کالاتی: 
х +y + 22-40‏ 
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مثال 8 : 

إثبت أن النقط )2- , 13-) e (2, 3), b(5- 2,), 8) 3, 2), f‏ تكون 
رؤوس شکل رباعى دانری. 

الحل : 


نوجد معادلة الداثرة التی تمر بالنقط b, e‏ ,2 نعلم أن معادلة الدائرة هي: 


2 
Х +y + اه + جر‎ 


وحيث أن )2 ,3( a‏ تقع على محيط الداثرة فهی تحقق المعادلة :- 
مد + 2 + بع 3 + 4 + 9 .. 


1 13 2 يع + يع 2 + 3c,‏ + 
وحيث أن (2- ,5) تا تقع على محیط الدائرة. فهى تحقق المعادلة :- 
c, - 2с, + c, = - 0‏ 5 +4 + 25 .۰ 
с - 2c, + c, = - 29 II‏ 5+ 
e;‏ أن )3 ,2( € تقع على محيط الداترة فهى تحقق المعادلة :- 
2c +3 0,70‏ 564-79 
3c, + c; = -3 HI‏ + ,ع 2 + 
لایجاد معادلة الداثرة التی تمر بالنقط 6 a, b,‏ , يتم حل المعادلات IH,‏ 
I ,[‏ بإستخدام المحددات کالاتی: - 


3 2 | 
4-15 -2 1 
2 3 1 


= 3 (-2 -3) -5 (2 - 3) + 2 ( 2+ 2) 
=-2 


-13 2 1 
-29 -2 1 
-13 3 1 
= - 13 (-2 -3) + 29 (2 - 3) - 13 ) 2 + 2) 
= - 6 


АС, = 


1 3ا۔ 3 


АС =|5 -29 1 
2 -13 1 


)29 + 13-( 2+ )13 + 13ے 5 - )13 + 29-( 3 = 
16- = 


3 Ут- 


АС, =|5 2 -29 
2 3 -13 


= 3 (26 + 87) -5 (-26 + 39) + 2 (-58 - 26) 
= 106 


А -2‏ 
C, , С, Соғ‏ فی معادلة الدائرة التى تكون كالآتي:- 


x ey +8x+8y-53=0 
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نصوض عن النقطة الرابعة f (-13 ,-2) ot‏ معادلةالدائرة فاذا 


حققتها فإن الدائرة تمر بها وإن لم تحققها فإن الدائرة لا تمر بها: 
3 - (2-) 8 + )13-( 8 + 4 + 169 .. 


0- 
.. النقطة (2- ,13-) f‏ تحقق أيضا معادلة الدائرة. 


f, e, ..‏ تقعع على داثرة واحدة, وبالتالی تکون رژوس شكل 


o^ o‏ دانری. 
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تماریسسن ) 16( 
1- أوجد معادلة الدائرة التى مرکزها (h, k)‏ © ونصف قطرها r‏ لکل من:- 
а- [652 , c (0, 2)‏ 
b- ۴ 26 ‚с (-2, -1)‏ 
2- أوجد مركز ونصف قطر الداثرة لکل من المعادلات الآتيه: 


а- x -y - 2y =3 

b- x+y +2 x 8 

c- 3х2 + Зу +6 x =1 

4- х Бу 42x-4y4520 
2 2 

e- X+y+4x+4y+9=0 

f- 2х2+2у+х+у= 0 


3- أوجد معادلة الداثرة التی مرکزها )2 ,2( с‏ وتمر بالنقطة )4,5( А‏ 
4- آوجد معادلة الداثرة التى مركزها (1, 1-) € وتمس المستقيم: 

x + 2 yz 4 
.B (3,2), А (2,3), E (-4, 3) li JU أوجد معادلة الداثرة التی تمر‎ -5 


6- أوجد معادلة الدائرة التى تمر بنقطة الأصل ربالنقطة )2 ,0( A‏ ویقع مركزها 
على المستقيم الذى معادلته 14 = y‏ 7 + × 2. 
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7- أوجد معادلةالدائرةالتى تمر بالقسط ,)2- ,1-( В (1, -4), А‏ 
.E (-3, -2)‏ 

дә - 8‏ الداثرة التی تمر بالنقطتين В (6,8), ACL4,E‏ 
ویقع مرکزها على المستقيم المار بالنقطتین )2 ,1( .E (1, D, D‏ 

9 - آثبت أن DC2, 2), B (4, 2) „А (1, 5) hill‏ ,)1- ,1) تا تکون 
رژوس شکل رباعی داثری. 

0 - أوجد المحل الهندسی P (X, y) ААШ‏ إذا كان مجموع مربعی بعدیها عن 
النقعطین )2 B (1, 4( , A C5,‏ مساويا ل 52 بين نوع هذ المنحنی. 

1 - هل النقطة )3.1 , 0.1( A‏ تقع داخل الدائرة 3 + X + y -2x-4y‏ 
0 = أم خارجها أم عليها ولماذا ؟ 

2 - إذا گان بعد النقطة P (x, у)‏ عن النقطة )0 , 6) В‏ هو ضعف بعدها عن 
النقطة )3 ,0( А‏ فأثبت أن المحل الهندسى لهذه النقطة هو عبارة عن 


داثرة. ثم أوجد مركز هذه الدائرة ونصف قطرها. 
3 - أوجد معادلة الدائرة المحاطة بمثلث أضلاعه هی : 


Ax + 3 ۷ 4ے‎ 
3 ۲ - 4۷ = 8 
4 x - Зу + 32 = 0 


(ارشاد : بعد النقطة (h, k)‏ عن المستقیم A x + By + C20‏ هو: 
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6 +8۲ + ذ۸ا 
VA! + В?‏ 
4 - لتکن P‏ نقطة خارج دائرة معينة C‏ ولیکن PT‏ مماسا لهذه الداثرة فى T,‏ 
فإذا قطع المستقيم PN‏ الذى يمر بمرکز C‏ هذه الدائرة فى N, M‏ فأثبت 
أن: 
PM. PN = (PT)‏ 


5 - أوجد معادلة الدائرة التی تمر بنقطة الأصل وتقطع طولين موجبین من 
محوری الإحداثيات مقدارهما 6 , 4 على الترتيب. 


6 - أوجد معادلة الدائرة التى مركزها )2,3( c‏ وتقطع من محور X‏ جزءا طوله 


А وصسدات‎ 8 


7- آوجد معادلة الداثرة التى مركزه! )5 2( © وتمس المحور X‏ 
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The parabola المكافئ‎ gai! -2 


تھریسصفہ: 

القطع المکافئ هو المحل الهندسی لنقطة تتحرك فى مستو معلوم بحيث 
یکون بعدھا عن نقطة ZU‏ فيه (السؤرة) یساوی بعدها عن مستقيم ثابت فی 
المستوی (الدلیل). 

والمستقيم المار بالبؤرة وعمودیا على الدلیل یسمی محور القطع كما 


تسمی نقطة تقاطع المحور مع القطم رأس القطع. 


المعادله الکارتيزية للقطع المکافی: 

لایجاد المعادلة الكارتيزية للقطع المکافی فی أبسط صورة نفرض أن البؤره 
MS‏ 1. 

. ونعتير المحور × هو العمودی من S‏ على ! الذی یقطع القطع فى النقطة 
0. ومن النقطة О‏ نرسم المحور -Ү‏ 

نفرض أن بعد البؤرة S‏ عن الدليل = 2а‏ 

.1 من تعريف التطع یکون : 

ТО < 0‏ 
احدائیی البزر: )0 a,‏ )5 شکل 43. 
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: معادلة الدلیل هی‎ 
X = -а | 
х+а= 0 
: أى نقطة على القطع المکافی فان‎ N (x, y) كانت‎ lb 
NS = МК 
(к-а)? + (у -0)2 «хза 
(x - a + y? = (x + a 
£ y -4ax 00 (1) 
تسمی المعادلة )1( معادلة القطع المکافی فی أبسط صورها.‎ 
: ملاحظات‎ 


1- المنحنى متمائل بالنسبة للمحور ×. 
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2-رأس القطع هی نقطة أصل المحورين (تذطع المحورین). 

3 - الوتر المار بالبؤرة عموديا على محر القطع یسمی الوتر البؤری العمودی 
وبساژی a‏ 4. 

4- لا وجود للمنحنی عندما تكون × سالبة. 

5- يزيادة قيمة X‏ تزداد قيمة y‏ 

6- |ذا كانت a‏ سالبة فان قیم X‏ يجب أن تکون سالبة أى تکون فتحة القطع نحو 
الاتجاه السالب للمحور × شکل 44. 


شکل 44 


7 - معادلة القطع المکافی الذی محره رأسی هو : 
v‏ ® بر و + х=‏ 


وذلك کون القطع مفتوحاً إلى أعلى آر إلى أسفل . شكل 45 
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معادلة القطع المکافی الذی مموره يوازى المحور X‏ : 
إذا كانت رأس القطع هى النقطة P (d, h)‏ فينقل نقطة الأصل )0 ,0( 0 
إلى النقطة Р (d, h)‏ مع بقاء المحورین сийн‏ لوضعهما الأصلى. شكل 46 
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شکل 46 
تصبح معادلة القطع پالنسبة للمحورین × , Y‏ هی: 
у? = 4a x`‏ 
1 - ۲ < ۲ 2, 
y =у-һ‏ 


- (y - h)2 = 4 a (x - d) 
X уул ) والمعادلة الأخيرة هی معادلة القطع المکافی الذى محوره يوازى‎ 
ویلاحظ الاتی:-‎ 07 (d, h) ورأسه هی النقطة‎ 
0“ (4) رأس القطع هى النقطة‎ -1 
s (d + 4 , h) إحداثيى البؤرة‎ -2 
x=h : معادلة محور القطع هی‎ -3 
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4- معادلة الدليل هی : 4- ل х=‏ 


5- طول الوتر البزری العمودی = a‏ 4 
مثال 1 : 

إذا کان : Sy! = 12 x‏ أوجد ما یأتی: 
أولا: احدائیی البژرة للقطم المکافی 
ثانيا: معادلة الدلیل 

ثالثا: طول الوتر البؤرى العمودی 


الحل : 


.< البؤرة هى النقطۃ ) 3.,0( S‏ 
3 


معادلة الدلیل هی : 


طول الوتر البزری العمودی: 
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: 2 Ji, 


فى القطع المکانی: 0 = 17 +۲ 6۔× 8 + y‏ 

آوجد ما یأتی: 

أولا: احدائیی رأس القطع 

ثانیا: احدائیی )5,5 

ثالثا: طول الوتر البؤرى العمودی 

رابعا: معادلتی کل من دلیل القطع ومحوره. 

الحل: 

y *8x-6y41720 

У باکمال المریع فى‎ 
Зу -бут9--8х-8 
(у- 3۳ --8(х41) 

. احدائیی رزس القطع . )1,3( 0 , 2-< و 

احدائیی البزرة هما )3 , 3-) S‏ 

طول الوتر البژری العمودی | 2 ۱4 - 8 

معادلة الدلیل هی : 1 = 

معادلة المحور هی : 3 = y‏ 

مثال 3 : 

آوجد معادلة القطع المكافئ الذی بزرته > و ملس 


0 = ل - لإ ثم أوجد طول وتره البزری العمودی. 


| 
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الحل: 
نفرض N (x, y)‏ علی القطع 
.من تعریف القطع یکون : 
ч 4 4‏ 
لا v‏ = 2 ?)0 - 
(x ) ++) y 3‏ 
16 16 8 
سج + шон -- ү‏ — 
=Y a 9‏ یں NES‏ 
222216 
X 3 y‏ 
وهی معادلة القطع 
طول الوتر дэд‏ العمودى = ۱ ۵ ۱4 = TE‏ 
J‏ 4: 
mp‏ معادلة القطع الذى بؤرته 3۱ ,2 )5 ودلیله المستقیم الذى معادلته : 
х-4у-3-0‏ 
рч!‏ : 


| على القطع‎ N (х, 1) نفرض‎ 
„Мх 29 ry- = تخلاكبة‎ 


1+ 6 


SIG -4xe4e y -6y49) = х - 8x y+ 6 x + 16у - 24 
у+9 


16 х2+у2-74х- 78 у+8ху+212=0 
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وهی معادلة القطع 

مثال 5 : 

хал!‏ معادلة القطع المکافی الذی رأسه هو النقطة )4 ,3( © وبؤرته هی 
S (5, 4) «вх!‏ 

: J— J 

a= 5-3 =2‏ .“ 
.. معادلة القطم هی : 


(у - 47 = 4 (2) (х - 3) 


лу - 8у- 8х +40 = 0 
وهی معادلة القطع.‎ 
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1- أوجد إحداثيى البزرة وطول الوتر البؤرى العمودی ومعادلة الدليل لکل 
а) у? =8х‏ 

b) x =8 у 

c) зу? < 4× 


2- أوجد معادلة كل قطع مکافئ إذا کان : 
(a‏ احدائیی البوره )0 ,3 )9 ومعادلة الدلیل: 0 = 3 + × 
(b‏ احدائیی البزرة )6 ,0( S‏ ودلیله هو المحور ‏ 
3- 21 طول الوتر البژری العمودی من القطع المکافی: 
y? +3x=4 `‏ 
4- أوجد طول الوتر البزری العەودی من القطم المکافی : 
3y - x - 18y + 27 = 0‏ 
5- آوجد طول الوتر البؤرى العمودى من القطع المکافی: 
x - 4 x - 8۷ - 12 < 0‏ 
6 - أوجد احدائیی کل من ال رأس والبؤرة وكذلك معادلة الدلیل للقطع 
المکاف؛ : у? 22x43‏ 
7- أوجد احدائیی کل من الرأس والبزرة ومعادلة الدلیل وطول الوتر البژری 
العمودی لكل قطع مکافی مما یأتی: 
a) у-4ужбх-8-0‏ 
b)3x -9 7-5۷ 2 20‏ 
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The ellipse 9221 gei ]-3 


تعريف : القطع الناقص هر المحل الهندسى للنقط P (x, y)‏ التى مجمرع 
بعديها عن نقطتين معلومتين ثابت (شكل 47). 
معادلة القطع الناقص: 


إذا أخذنا النقتطین المعلومتين (البؤرتين) o), S, (-с, o)‏ ,)رگ وكان. 
PS, + Р; = 2а‏ 


فان احدائیات النقطة Р‏ يجب أن تحقق المعادلة الآتيه : 


Vix-o^ey! + (x-c) «y! 22a 
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~ V(x +c)? +y? z2a-N(x-c) +y? 
وبتربيع الطرفین‎ 
x + 2cx + c? + у> = 4a! + x - 2сх «c? y! -4a (V(x-c)?2 + у?) 


4a V(x - с)? +y? 24a? - 4 x 


V (x - c)? +y? - 8-2 « 


وبتربيع الطرفين 
2 
c‏ 
2-х?‏ + 2 - نو ور x -2cx+C‏ 
a‏ 


2 
x )1- (+ = ھ‎ с? 
а? 


وبقسمة الطرفين على © - a!‏ 


2 2 
Eg (1)‏ بے سی ات Roc‏ 
a.c‏ 22 
42a -Р5,4Р5,‏ , 
(مجموع أى ضلعین آکبر من الضلع الثالث) » 2 <2 2 .. 
0 < م - na‏ 
2 _ تج = 


b = Va? - с? (2) 
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Ср a (3) 


ولایجاد نقط تقاطع المنحنى مع المحور X‏ : 


. ۷ =0 
2-2 
ET رو می‎ 
= + 2 
: У ولایجاد نقط تقاطع المنحنی مع المحور‎ 
x= 0 
y = 
y=+b 
(3) التفاضل للمعادله‎ a ویاجرا‎ 
< x; + ل۷‎ dy o 
а? b? X 
dy. bx 
X a? у: 
Ay Sh ua 
dx 
x0 , y=+b 
3-6 
Чу 


.. المنحنى يقطع المحورين على التعامد. 
لقد أثبتنا أنه إذا حققت النقطة 8 الشرط الهندسى 

Р5,4-Р5,-2а 
المعادلة )3( واذا حدث العکس أي إذا‎ )× , y) فان احدائیاها‎ 
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: فان‎ 0 <, > a az (3) المعادلة‎ y , x حققت‎ 


, .. PS, = V(x + 2ن‎ + y? 


2 PS, =+ 2c x + c) +a? + (S х)2- c? - x? 
a 
= تمل‎ +2 + xy 
a 


= (a+ x) =la+ x —— 4-a 
| а 8 
JU 
PS,= V(a- c)? +y? = а- Sx ........ 4-b 
a 


حیث أن مجال x‏ هو : ۵ > -a < x‏ 


فان قيمة X)‏ ) مجالها هو xSc:‏ 2 > 6 - 


LU,‏ على ذلك فإن كلا من а+ — X‏ ; 2 - ۵ سوجب وتقع 
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قيمتهما بين AFC‏ , 2-6 


وبذلك ينتج عن القيم المطلقة فی8 - 4 4-b,‏ أن :- 
PS = a + = x , 2522-2-5 ×‏ 
أي أن : 
PS, + PS, = 2а‏ 
بغض النظر عن موضم النقطة Р (х, y)‏ على المنحنی. 
يما أن الققدار b^ = a^ - c?‏ فى المعادلة )3( أقل من a^‏ اذن فالسحور 
الكبير للقطع الناقص هو عبارة عن القطعة المستقيمة الت 2а‏ والواقعه بين 
النقطتین )0 АЖ a,‏ آما المحور الصغير فهو عبارة عن القطعة المستقيمة التى 
طولها b‏ 2 والواقعة بين التقطتین b)‏ + , 0). وغلى ذلك يكون نصف السحور 
الكبير ٠ a=‏ نصف المحور الصغير = b‏ 
فمثلا إذا كان : 4 ۵ , 3 =( فان المعادلة (3) تصبع:- 


واذا تبادلا وضعا المحاور فإن : 
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أا می سے 21 £T‏ 
9 16 
y?‏ »× 
ب) المحور الكبير ل .1 چم ги‏ 
شكل 48 


لاحظ أن البؤرتين تقعا دائما على المحور الكبير وأن : 


2 2 2 
a =b +c‏ 
أى أن a‏ وتر المغلث القانم وأن وضع البزرتین فى المشال علويعد 7 ۷ 
من المرکز. 
المرکز ليس عند نقطة الأصل : 


يعرف مركز القطع الناقص بأنه نقطه تقاطع محورى تناظره فإذا كان المركز c (h. k)‏ 
والمحوران يوازيان المحورين X‏ , لا فإنه یمکننا إقتراح إحداثيات جديدة. 


x -x-h ‚У =y-k 
حسيث © هی نقطة الأصل 0 للاحدائیات الجديدة فتکون السعادلة فى‎ 
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الاحداثیات الجديدة ھی : 


1 کے + کے 
а b‏ 
۳ 
2 2 
ad‏ ۴م 
b- a2‏ 


تبعا لوضع المحور الأكبر ویوضح ذلك المثال التالی. 
مثال : حل المعادلة 
36х-8х-8у+4=0‏ +4 ب 9х2‏ 
العمل : 
تکمل المربعات 


9 (x! +4x)+4(2-2y)=- 4 
9 )x + 4 x + 4( + 4 -2y + 1( 2-44 36 + 4 


2 2 
. +2 بے‎ yrs 


SX 2۶۲۸2 , y =y-! 
هى نفسها النقطه:‎ y = 0 , x` = 0 وبذلك نرى أن نقطة الأصل الجدید:‎ 


yf 


x = -2 
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التی تمشل Labs‏ ناقصا hz,‏ السحور X , )0 , € 3) ¿y‏ 
(E2, 0)‏ لتحدید موضع البورتین نستعمل العلاقة: 


c = ڈول‎ - b? 


< ۷9 - 4 = У5 
)0 , ± ۷5 ( ويالتالى تقع البزرتان على المحور  عند‎ 
.49 أو عند ( ۷5 + 1 ,2-) للاحداثیات الأصيلة. ويوضح ذلك شکل‎ 


الاختلاف المركزى: 
ll‏ ثبتنا ‏ وغيرنا c‏ فى المدىه > © > 0 فان القطوع الناقعة الناتجة 
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تختلف فی أشكالها, فهی عبارة عن داثرة عندما 0 = © ثم يأخذ جانبها فى الانساع 
كلما زادت c‏ إلى أن تصل إلى الحالة النهائية عندما 2 = c‏ حيث يؤول «الفطع 
الناقص» عندئذ إلى القطعة المستقيمة S, S,‏ الواصلة بين البزرتین كما فى الشکل 
)50( تسمى النسبة = = e‏ الاختلاف المرکزی والتی تأخذ قيم من 0 إلى1 وتدل 


علی مدی بعد المنحتی عن الشکل الدائری. 


شكل 50 


من المعروف أن للقطم المکافی بؤرة واحدة ودلیل واحد بینما لکل تطع 
ناقص بؤرتان ودلیلان, ودلیلا القطع الناتص هما مستقیمان عمودیان على المحور 
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الکبیر للقطع الناقص ویبتعدان عن مرکزہ مسافة = E:‏ 
بالنسبة للقطع المکافی العلاقة: 
PS = PD‏ 
لأى نقطة P‏ عليه حیث 3 البؤرة. D‏ هی آقرب نقطة ل P‏ على الدليل 
وأيضا فی حالة القطع الناقص یمکن اثبات أن : 
PS, =e.PD, , PS, = e PD,‏ 
حیث الاخستلاقالمرکزی, P‏ أى نقطة على القطع الناقص S,, S,‏ 


البزرتان, D, , D,‏ هما أقرب نقطتين على الدليلين xzii‏ 
e‏ 


-189- 


تماریسسن )18( 


1- آرجد معادلة القطع الناقص الذی مسركزه © وبؤرته S‏ ونصف محوره 
الکبیر 2 وأوجد اختلافه المرکزی فی کل من :- 


(а) а-4 „c (0,0) , 5 )0, 2( 
(b) а-5 ,c(0,0 , 8(-3, 1) 
(c) a-3 , €(0,2 , S(0,0) 
(d) а-4 ‚с (-3, 0) , ٩ (-3, -2( 


(е) а-410 , с0,2) , SCL2) 


2- آوجد مركز القطع الناقص 0 = 44 - x° + 9 y! - 100 x + 54 y‏ 25 شم 
آرجد أيضا رأسیه وبؤرتيه. 

3- رژرس المحور الکبیر والمحور الصغیر لقطع ناقص هی , (1 , 1) ,)4 ,3( 
)7 ,1( ,)4 ,1-). آرجد معادلته وبؤرته. 

4- آوجد معادلة القطع الناقص الذی يمر بنقطة الأصل وتقع بؤرتاه فی النقطتین 
C1, 1)‏ , (1, 1). 

5- أوجد الاختلاف المركزى والدليلين للقطع الناقص 1 = x + x‏ 

6 - أوجد طول الوتر العمودی على المحور الكبير للقطع الناقص b^ x^ + а? y!‏ 
a° b°‏ = ویمر باحدی البزرتین. (یسمی هذا الوتر بالخط البؤرى العمودی 
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للقطع الناقص). 


7 - أوجد معادلة القطع الناقص الذی اختلافہ الس رکزی شر i‏ واحد دليله فر 


المستقيم 9 = X‏ وبؤرته الموافقه لهذا الدليل ھی )0 , 4). 


2 
8 - أثبت أن معادلة السماس للقطع الناقص 1 = ك + — عند النقطة 
аг b‏ 
XX‏ 
.^92 — 
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4- الفطع الز اد The hyperbola‏ 


تعريف: القطع الزاند مو المحل الهندسی لنقطة تتحرك فی مستو بحيث 
يكون الفرق بین بعدیها عن نقطتین ثابتتين فيه مقدارا اہتا والنقطتان الشابععان 
تسمیان بالیژرتین. 1 
ایجاد المعاد AT‏ الكارتيزية للقطع الزائد فى الصورة القياسية: 
. نفسرض أن التقطتین الشابتتین هما : )0 S, (-с, 0), S, (c,‏ وأن P‏ 
(x, y)‏ تتحرك فی مستوی S, , S,‏ (شکل 451 


شکل 51 


:Р5,-Р5- = مقدار ثابت‎ = 2а 


ف > ۵ .. 
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n Vx су жу! -J(x-c «y! 22a 
n (х + c( + y7 =2 2 + ¥)» - c(” + y2 


بالتربیع والاختصار ينتج أن: 
cx-a -Yya(x-c) «y?‏ 
بالتربيع مرة آخری ينتج أن : 
(2-45х2-42у = a (c? - ад)‏ 


ويقسمة الطرفين على а (c? - а?)‏ ينتج أن : 


1 مھ کت نگ 
a? c? -a‏ 
c>a‏ 
с-а»?0‏ 
2 = ثابت = ھ - c‏ 
xl Y |‏ 
a b‏ 
هذه هی معادلة القطع الزائد 
ملاحظات : 


1- المنحنی متمائل بالنسبة لکل من محوری الاحدائیات y , X‏ 
2 - مركز القطع هو نقطة الأصل )0 ,0( 0 وهی نقطة منتسصف المسسافة بين 


الیرتین. 
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3 - المنحنی X ууна ай,‏ فى النقطتین: 
К (a, 0), К (-а, 0)‏ 
ویسمی k`‏ المحور القاطع وطوله = 2а‏ 
ОК -OR-4‏ = 9 یسمی السحور المرافق ویلاحظ أنه لا یقع على القطع 
(شکل 52(. 


شکل 52 


5 - احدائیا البؤرتين هما )0 S, (-с, 0), S, (c,‏ 
6 - الاختلاف الم رکزی € : 


ویلاحظ أن : 1 < ع 
7 - معادلتا الدليلين : 1 , 1 هما : 


e 


8- 51 وقعت السزرتان على محور Y‏ تكون معادلة القطع الزاند فى هذه 


: هی‎ АЛ 
2 2 
P ری نے‎ 
а? b? 
: تکرن معادلعا الدلیلین | , [ هما‎ 
y=+ Ë 
e 


: وتکون إحداثیات البؤرتین هما‎ 
S, )0 , c), S, (0, -c) 


2 2 
9 - طول الوتر البؤرى العمودی لقطع 1 sut -  <‏ 
:225 
а‏ 
0 - معادلة القطع الزائد النى مركزه(] : 4( O`‏ وم‌حوره القاطع یوازی 
رے ۷-۲ -» 
а? b!‏ 
11 - معادلة القطع الرائد الذی مرکزه O` (d, h)‏ ومحوره القطع يوازى المحور 
لإ ھی : 


(y-0) a-h? ہے‎ 
a! b? 


12 التمثیل البارامتري للقطع الزائد: 
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يتم التعويض عن الاحداثیات y , X‏ کالاتی: 
х=а 9‏ 
هيد y-b‏ 
3 - معادلة المماس : عند النقطة Р, (ху, yp)‏ هی : 
x x) / a° - yy, / 2 = 1‏ 
4 - القطع الزائد القائم: هر قطع زاند محوراه متساویان أي أن ا = ۵ فتصبح 


: معادلة القطم الزائد هى‎ 
M Y 1j 
a? a2 
2 у= а? 
: ويلاحظ أن‎ 


1 - طول محوره القاطع - طول محوره المرافق. 

2 - اختلافه المركزى = М2‏ 

مثال 1 : 

أوجد معادلة القطع الزائد الذى مركزه نقطة الأصل ومحوره القاطع بقع على 
محور الصادات:ویمر بالنقطتين )4,6( Р,‏ ,)1-3( ,2 

ال ہے۹ : 

. . المحور القاطع يقع على المحور Y‏ 


2 
É> - ۰ zi: alla . 
E 2 1: معادلة القطع هی‎ ~. 


بالتعویض بالنقطتين P, , P,‏ فى معادلة القطع: 
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]= 16 36 . 
b? w‏ 83 ° 
b? - 16 a, = a? -b° (1)‏ 36 
PPM M‏ 
а? b?‏ 5 
9b! -2 = a” p! (2)‏ 
وبحل المعادلتين )1( ,)2( 
а? = 36‏ 4 = *9 
5 
olus.‏ القطع هی : 
D E н 1‏ 
4 46 
مثال2 : 
اكتب معادلة القطع x^ - 16 y^ = 144: all‏ 9 فى الصورة القياسية 
mH e‏ : 
CL)‏ احدائیی رأسیه. )2( معادلتی الدلیلین. 
)3( طولى محوریه القاطع والمرافق (4) الاختلاف المرکزی 
)5( طول وتره البژری العمودی )6( احدائیی بؤرتيه. 
الحل: 
x Oy -1‏ 
9 16 


-197- 


, c= үа? + b? =5 


رأس القطع هما : (4 ,0) k )0 , -4( , k‏ 
البؤرتان هما : (5- ,0) ,8 ,(5- ,0) ,5 


الاختلاف المركزى: 
5 == © ع 6 
а 4‏ 
طول المحور القاطع : 
l‏ 8 = )4( 2 < و2 = 
طول المحور المرافق: 
6ھ (3) 2= 9 2 < 
معادلتا الدلیلین هما : 
x-pial 4 УУ‏ 
e 5/4 5‏ 
طول الوتر буу!‏ العمودی : 
m^ 29.9‏ 
a 4 2‏ 


: 3 J 
آوجد معادلة القطع الزائد الذی طول محوره المرافق = 6وطول وتره البؤرى‎ 
العمودی =2 إذا کان محوراه منطبقين على محورى الأحداثيات.‎ 
: الل‎ 
6 = طول المحور المرافق‎ 
-. 2 9 < 6 
.. 5 = 3 


. 108. 
2 = الععودی‎ E FRI طول‎ 


.-. معادلة القطع الزائد ھی : 


مثال 4 : 


آرجد معادلة القطع الزائد الذی إحداثيى بؤرتيه )3 + ,5)0 وطرل محوره 


المرافق = 5 
J——J!‏ : 
البؤرتان تفعان على المحور y‏ 
у: х?‏ 
ا وھ رد 
a? b?‏ 


.. معادلة гэл!‏ هی: 
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5J‏ : 
أوجد معادلة القطع الزائد الذی مركزه نقطة الأصل وسحورہ القاطع على 


المحور X‏ واختلافه موی Isl e = YT‏ علم أن طول وتره البؤرى العمودی = 6 


: Jl 


За? = 4 (1) 
6 = 2b. = 3a 
a 2a 
2* = 16 


معادله التطع الزائد هی: 
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تمارسسسن )19( 


1 - أوجد إحداثیات كل من الرأسین والبؤرتين وكذلك الاختلاف المرکزی وطول 
الوتر البزری العمودی لکل من القطوع الزائدة الاتية :- 
x! - 25 y! = 0‏ 4 -1 
уг - 16 x? = 784‏ 49 -2 
x - y? =25 ۱‏ -3 
4- أوجد معادلة القطع الزاند الذی طول محوره القاطع = 8 وبؤرتيه 
)0 ,5-( ,8 ,)0 ,5( ,8 


5- أوجد معادلة القطع الزاند الذى طول محوره المرافق = 24 ويؤرتيه 
S, (0, 13), 5) (0, -13)‏ 


6- أوجد معادلة القطع الزائد الذى مركزه )0 ,0( 0 واحدی بؤرتيه )0 ,8( S,‏ 


7 - أوجد معادلة المحل الهندسی لنقطة تتحرك فی مستو بحیث يكون بعدها 


عن النقطة )6 0 A‏ يساوى 2 بعدها عن المستقیم 8 = 3y‏ 


8 - أوجد معادلة القطع الزائد الذی مرکزه نقطة الأصل ومحوره القاطع على 
المحور y‏ واختلافه المرکزی 3 ۷ 2 = ع وطول وتره البزری العمودی 
یساوی 18 
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9- أوجد المركز وطولى المحورين فى القطع الزائد: 
4x - 9y? + 24x + 36۷ - 36 =0‏ 
0 - آوجد إحداثيات المركز والبزرتین والرأسین فی القطع الزاند: 
x? - 16 y? - 36x - 32 y - 124 =0‏ 9 
. 2 
1 - أوجد معادلتی المتاس والعسودی للقطع الزائد ا 4 EY‏ عند 
النقطة رك .5( Р,‏ 


12 أوجد معادلة القطع الزائد الذى بزرته )1 , 1-) S,‏ ودلیله المستقيم + × 
2 > ل واختلاقه المرکزی = MS‏ 


۱۱ 


ناد 


SSS 
SS 


الیاب الثالت 


| الدالة والنھایات 


يعتبر مفهوم الدالة حجر الأساس فى دراسة التحلیل الرياضى فعن طریق هذا 
المفهوم حلت كثير من المشاكل التی واجهت الباحثین فی التحليل الریاضی. 
وتجدر الاشارة هنا إلى أن لمفهوم الدالة آهمية قصوی فی دراسة معظم 
موضوعات الریاضیات إن لم يكن جمیعها. 
ویعتبر التفاضل والتکامل من آبرز موضوعات الریاضیات التی تعتمد على 
منهوم АЛД!‏ 
وکلمة دالة تعبر عن مفهوم أن كمية سا تعتمد على أو تترقف على أو 
المربع إذا علم طول ضلعه. 
ب - حجم الکرة یعتمد على نصف قطرها. 
> - متوسط cel‏ الفدان من المحاصیل یتوقف على كمية السماد المستخنم. 
د - متوسط ارتفاع نوع معين من أنواع النباتات تتوقف على سن النبات. 
ه - متوسط دخل الفرد تتوقف على كمية الانتاج. 
.М----э,‏ 
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وعلی ذلك يكون من الضروری الاهتسمام بهذه الدراسة فى هذا الباب والتی 


سوف تتناول : 


1 - الدالة وأئواعها. 
2 - العملیات على الدوال. 


3 - المجال والمدی للدوال المقررة فى هذا المنهح. 
4 - الدوال السامية . 


5- النمط التی تکتب بها الدرال (صريحة أو ضمنیة) 
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الدالة الحقيقية 


مثال تمھیدی: 
اذا كان Y , X‏ مجموعتين جزئيتين من الأعداد الحقيقية حیث: 
} 1,2 .0 ,۰1 ,۳ 202 


Ү = { 0.1, 2.3, 4, 5 }‏ 
وأعطيت العلاقة Z‏ بینهما من × إلى Y‏ بالقانون : 


y = x° :xeX,yeY 
: فإن بیان هذه العلاقة هو الأزواج المرتبة‎ 


Z = (-2, 4), )-1 ,1), (0, 0), (1. 1), (2, 4) 


تمثيل هذه العلاقة بالمخطط السهمی وكذلك بالمخطط الببانی شكل 
(53) شكل (54) على الترتيب. 


شكل 53 


فى بيان هذه العلاقة : نلاحظ أن كل عنصر فى X‏ يرتبط بعنصر واحد فقط 
من عناصر Y‏ . 
فى المخطط السهمى : نلاحظ أن سهم واحد فقط يخرج من كل عنصر من 
Хо‏ 
والعلاقة Z‏ المعطاه فی هذا المثال تسمی АЛ»‏ حقبقية F‏ وأن : 
المجموعة × تسمی مجال الدالة F‏ ویرمز لها بالرمز Dp‏ حیث : 
D,z(-2,-10,1,2]‏ 
المجموعة Y‏ تسمى المجال المقابل للدالة ویساوی: 
Ү-(0,1,2,3,4,5)‏ 
ومجموعة قيم y‏ المناظرة لجميع قیم X‏ تسمی مدى الدالة ویرمز له بالرمز 
Re‏ يساوى := 
К. = {0, 1,4 }‏ 
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القانرن Уг X^‏ یسمی قاعدة الدالة, pared Y‏ صورة ۸ اریت الدالة 

للمتغير المستقل X‏ 
مفهوم АЛАЛ‏ الحقيقية: 

إذ! كانت Y , X‏ مجموعتين جزئیتین من الأعداد الحقيقية نان العلاقة Z‏ 
من × الی۷ تسمی دالة حقيقية إذا كان : 

گل pais‏ من المجموعة X‏ يرتبط بعنصر واحد فقط من عناصر المجمرعة 
Y‏ ویعبر عن هذه العلاقة بالصورة: 
Е:Х-Ү‏ 
وتقرأ ۴ دالة من × إل ۷ . 1 
Gl‏ معکوس الدالة السابقة أى يعكس الأزواج المرتبه السابقة والتى تكون 
غل الط ةر“ < ي я‏ | 

, F' = { (4, -2), (1, =1), (С, 0), (1, 1), (4, 2) | 

. إنها. لا تكون دانة لأنها تنعارض مع المفهرم فالعنصر 4 من المجموعة Y‏ 

ارتبط بعنصرين من عناصر المجموعة C2, 2) X‏ شكل 55 | 
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مثال 1 : 


أي من العلاقتین التالیتین تعتبر دالة ؟ 
G = ) (-1, 2), (2, 2), (3, 5), (6, 1) ]‏ )2( 
(b) Hz { (0, 7), (1, 5), (1, 2), (3, 4( (‏ 


الحصل: 
G (a)‏ تعتبر دالة لأن لكل قيمة للمتغير × توجد قيمة واحدة للمتغير „У‏ 
ریتضج ذلك من الاتی : 

х y 
-1.— 2 
ج2‎ 2 
3---»5 
6 —— [ 


H (5)‏ ليست دالة لوجود قيمتين للمتغیر y‏ مناظرتین للقيمة 1 = :- 


Х у 
0—— 7 


5 
222216 


وهذا ما یتمارض مع مفهوم الدالة. 


تمثيل АЗХАН‏ بين متغیرین X‏ 1 
)1( نعوض عن X‏ ببعض القيم التى تنتمی إلى مجال العلاقة X‏ ونوجد 
قيم y‏ المناظرة لنحصل على بعض الازواج المرتبة التی تنتمی إلى هذه العلاقة. 
(2) ننشئ نظام إحداثى مناسب للأزواج التى حصلنا عليها. 
(3) نعين على مستوى الاحدائيات النقط التى تمثل هذه الأزواج.. 
)4( فقط إذا كانت العلاقة بين X‏ , لا من الأعداد الحقيقية نرسم منحنى 
بيانى مار بهذه النقط ليمثل العلاقة المعطاة. 
مثال 2 : 
إرسم الخط المستقيم الذى تمثله كل مجموعة : 
Е = { (х. у): 2 ۶ - у= 0۷‏ 
аб = { (х, у) =2х+2у= 5 }‏ 
الحل : 
نعوض عن X‏ ببعض القیم وتوجد قيم y‏ المناظر فی الدالة ۴: 


الرسم البیانی یوضحه شكل 59 
نعوض عن X‏ ببعض القیم ونوجد قيم y‏ المناظرة فی الدالة G‏ : 
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34 سم البیانی یوضحه شكل )56( 


"RE 
НЭГЭ 


لکل من العلاقات التاليه بین المجال والمدی ووضح بالرس البیانی : 


Q 
II 


[ (-2, 0), (-1, -2), (1, 2), (0, -1) | 
{ (x,y): -1 > > 2 , -3 <у<4 } 


I 
li 


مجال G‏ يساوى : 


مجال H‏ یساوی : 


مدی G‏ پساوی : 


R;2[(0,-2,2,-1] 


مدی H‏ يساوى : 


,(4 > ک3۔: ۷ ] 2 بر 


العلاقة Н‏ تبینها المنطقة المظللة شکل a)‏ - 57( 
y‏ 


7271 


Е 
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استخدام الخط العمودی للکشف عن الدوال : 


يتم إستخدام اختبار الخط العمودی لمعرفة ما إذا كانت العلاقة الجبرية 
تمثل دالة أو لا تمثل‌دالة. فاذا قطع الخط العمودی السوازی لمحور ل المنحنى فی 
آکثر من نقطة فان المنحنی لا یمثل دالة ,13 قطعه فى نقطة واحدة فقط فإن المنحنى 
يمثل دالة ويبين شکل 58 أمثلة وغیر الدوال. 


Y, У У 
۱ ! i 
! e 1 a 
[| 1 1 
4 8 
Х | - X | 0 X 
1 5 ۱ 4 
ل دالة‎ i ! 
Function Function Function 
Y 4 y l 


> 
h. 
» 


not a Function not a Function not a Function 


لیے دال 


شکل )58( 
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تجار سل )20( 


1 - أذكر مجال ومدى كل من العلاقات الآتيه مع الرسم: 


(a) Е= ) (1,1), (2, 2), (4, 4), 9,9)} 

(b) F = {1, -3) , (2, -1), (3, 1), (4, 3), (5, 5] 
(с) F = ) (5,0), (0, 1), (0,7) } 

(9) F = { (-7, 2), (-3, 0), (5, -1), (3, 6) ) 

(1) Е = {(-3, 1( , )-1, 1), (0,0), (4, D] 


2 - أى من العلاقات السابقه تمغل دالة. 
3 إذا كانت :^ 


F()sVx45 ,x2-5 


Е )-5( F(5, ۴ )0( 2..5 أوخد‎ 


4 - إذا كانت : 
us‏ وم 
x45‏ 
Е(-1), Е(0, ۶ )5( Z3.‏ 
ثم آوجد المجال 
5 - إذا كانت : 
F (x) = 5 x‏ 
أوجد قيمة :- 


f (x + h) - f (x) 
h 
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العملیاث على الدوال : 


)3( الجمع والطرح: 
إذا كانت G, F‏ دالتين مجالهما Dg , Dg‏ فان :- 
(F + G) (х) = F (x) + G (x)‏ 
مجالھما :- 
D (Fg) (x) = ۵‏ 


أي بحالهما هو تقاطع المجالین. 


٠‏ (ثانیا) الضرب والقسمة:- 
حاصل ضریهما : 
D (в.с X) ۶۳۱۵۰ б (х)‏ 
ومجالهما هو :- 
D (в.с) (x) = Dg ^ Dg‏ 
أى مجالهما هو تقاطع المجالین 


خارج قسمتھما :۔ 
Е - F(x‏ 
c 9 Gor 7 С (х) 20‏ 
ومجالهما هو : 
) أصفار المقام | - рр (х) = ۲۲ Dg‏ 
G‏ 


: 1 J 


اذا کان := 
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Е(х)-х"-3х49 . Dg = [-5. 2] 


С (х) 24-7x , Dg = [-3, 7] 
issu 
Е (х) + 6 (х), F (x) - G (х) 
D ( F(x) + G(x)) 
ال‎ 
F (x) + g (x) = (x - 3 x + 9) + (4 - 7x) 
F (x) -G (х) = (x -3x +9) + (4-7 x) 
Desg = Dgo Dg 
-1-3,2| 
: 2 مثال‎ 
: اذا كانت‎ 
Fx)2x'49 , دم«‎ ]4 , 5] 
G (х) «x! = -2 x -3, Dg = [2, 7] 
š Тэ 
Œ . G), F /G), D (F . G), D(F/O) 
: اللىل‎ 


(Е.С) = (х2- 9). (x2 - 2 x - 3) 


(F/ 6) = (x? - 9) /(х2- 2 x - 3) 
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D دروي‎ Dr ^ Dc 
z[-2.5] 
D رمرم‎ = Dg ^ Dg - (اصفار المقام]‎ 
x3 -2x-3 = (x +1) (x-3) 
أصفار المقام)‎ ) -1-1,3) 
D(r;g = 2, 5] - { -1, 3) 
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(21) تماریسسن‎ 
-: إذا كانت‎ - 1 
Ех)-2х-1 , G(x)= 
e) j e) 3x + [ 
ЭРЭ | 
FtG, S ÈE Еб 
F G 
-: إذا كانت‎ - 2 
F (х) = x , О(5)-2х-3 
TONNES. 
۳+ 6, F.G,F/G ; 
۱ -: إذا كانت‎ - 3 
٣٢٣ - Vx , G(x) = Vá - x 
اون‎ 


FtG, FG, F/G, GIF 
والمجالات الخاصة بكل دالة.‎ 


4 - اذا كانت : 


jl 


5 - اذا كانت : 
حل د ومن : Е(Х)-ү7-2х‏ 
X-‏ 
Tu‏ 
Bc 6 -‏ 
مال 3 : 


أوجد المجال والمدی لکل من الدرال الآتية:- 


(а) F(x) =¥ x -1 
(b) F(x) = x - 1 


x -4 
x- 2 


(c) F(x) = 


: Jdi 
(a) Е(х) = Vx - 1 


المقادیر تحت الجذر التربیعی يجب أن تكون < صفر 


.. Dp = [t =) 


أقل قيمة ل x‏ = 1 عندها 50 F(X)‏ وتزید بعد ذلك F(X)‏ بزيادة X‏ 


)= , 0] = مال 
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واضح من الجدول أن F(x) JI 3.3 Jii‏ تساوی 1- وتزداد بزيادة × 


sis К,-11 , °°)‏ 
2 
(c) F(x) = X B ×2‏ 
D; = R- (2)‏ 
Rp: .‏ 
F(X) = x + 2‏ 
Rp zR- (4)‏ 
مثال 4 : 
أوجد المجال والمدی للدالة : 
2x43‏ 
تہ — = F(x)‏ 
(x) ёл‏ 
الحل : | 
یکون مجال خارج قسمة دالتين هو تقاطع مجالیهما ما عدا أصفار دالة 
المقام أي أن : 


D, = R - (4) 
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لاحظ أن المتغیر X‏ متغير مستقل « F(X)‏ أو y‏ متغير تابع ولإيجاد المدى 
بدون رسم بیانی لهنا النرع من الدوال نجعل المتغير У‏ متغير مستقل والمتغير X‏ 
متغیر تابع کالاتی: 


(X - 4) بضرب الطرفین فی‎ 
у (х - 4) =2х +3 
ух-4у=2х + 3 
ух-2х=4у + 3 
x(y-2)24y + 3 


ЗУ: 
у - 2 


لاحظ أن المتغیر لا فى هذه الصورة متغير مستقل ويمكن أن بأخذ الأعداد 
الحقيقية ما عدا العدد 2 ویالتالی يكرن المدى : 


В. = В - (2) 


مشال 5 : 

حل المثال السابق بالرسم البیانی وأوجد المدی بهذه الطريقة والمجال. 
الحل : 

يتم عمل الجدول ثم الرسم البیانی شکل 59 
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ээ نے‎ эь эсэн мь ээ اک‎ ен Е ہے ا ا ہے‎ 


ہے — — — me‏ — سے 


ے — — — سے — — 


شکل 59 
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نلاحظ من الرسم البيانى شکل )59( الاتی ب 
-١‏ عند الاقتراب من 4 = X‏ تقترب قيم الداله من مالا نهایه ولذلك یکون 
المجال:- 
De = R - {4}‏ 
2- تأخذ قیم قیم لا نهائية عند 2 = y‏ ولذلك یکون المدی:- 
Rp =R- (2)‏ 


3- 


F(x) = 5х-3 
۲ - 1 


F(x) 22 
Fa)=Vx 
F(x) = x - 1 
F(x) = x + 1 
FO) 2Vx!-1 
Fx) = V1 - x 


F(X) =2 x + 3 


- Ех) = x + x? 
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تماریسسن )22( 


(a) 


(b) 


F(x) = xX +4 x -5 
Е(х) = x - 6 وم ع‎ 
Е(х) = Vx -6x +8 
F(x) = Vx -2 


Х 


дын x+] 


18 أوجد مجال کل من المعرفتین بالمعادلتين: 


Fa) = — 2e 
х - 3 ۸ 
2x-1 


F(x) = шээг 
2x +7x-7 
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بعض آنواع الدوال الحقيقية : 
تصنف الدوال الحقيقيه حسب شکل قواعدها الجبرية ومنها: 
(أولا) الدوال كثيرات الحدود 
(ثانيا) الدوال القياسية 
(UJU)‏ الدوال المتسامية:- 


1- الدوال المثلثية 
1-الدوال الاسية 


3- الدوال اللوغاريتيمة 
(رابعا ) دوال غير قياسية 


: الدوال کیرات الحدود‎ (Yol) 


هی دوال حقيقية على الصورة : 


ENS 2 п-1 n 
F(x) = a, + a X + a, х +... +a X «ах 


ап # 0‏ 
а, ар, а, .... ап є R‏ 
ne N‏ 
قاعدة كثيرة الحدود عبارة عن المجموع الجبری لعدة حدود کل منهما على 
الصورة:- 
ах ,re N‏ 
وهی علی سبیل المثال مثل :- 
ila)‏ ثابتة) 7 (a F(x)=‏ 


(b) F(x) = -3 (دالة ثابته)‎ 
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(с) F(x)22x + 5 خطیه)‎ ila) 


(d) F(x) 22x 45x46 | (دالة تربيعية)‎ 

وتكون درجة دالة کشیرۃ الحدود هى أكبر أس للمتغیر × » ويكون الحد 
المطلق هر الحد الخالی من . 

مجال هذه الدوال هر مجموعة الأعداد الحقيقية آما المدی فیتوقف على 
شکل الدالة أو الرسم البيانى لها وهذا ما توضحه الأمثلة الاتية: 

مثال 1 : 

ارسم الشکل البیانی لکل من المداول الاتية := 

= F(x) = 2 H- G(x) = 3ہ‎ W- Y(x)= O 

مع إیجاد المجال والمدی لکل دالة. 

الحل : 

رسم الدوال شکل 60 


I Е(0)-2  ,F(D-2,F(9-22 ,F(e)-2 
F-D22  ,Е(2)-2, 8 (3)-2  ,F(C)2 
D.-R 
В--2 
11 С(0) =-3 , 0 )1( = -3 , 6 )2( ع‎ -3 , G (e) = -3 
0061) 5-3 , G(-2)=-3 ,G(-3)=-3 , О(-ә)=-3 
وط‎ R 
Rg = 3 


iH- Y(0)=0 , Y(1)=0 , Y (2) =0, Ү (е)=0 
Y(-1)=0 , Y(-2)=0 , Ү(-3)-0 , Y (-e9)z0 


Dy = R 
Ry= 0 
:2 مغ ال‎ 
-: إذا علم أن‎ 
Fix 2 22+32 
+ 353] (D 


FOZ), ЕСП), БОО), F(2) 
F(x) (ب) ارسم‎ 


الحل: 
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Е (-2) = 2 (-2) +3 = -I (1) 


Е )-1( =2 )-1( + 3 = -1 
F (0) =2 (0) +3 = -3 


FQ) =2 2) +3=-7 


C2, -1), (-1, 1), (0, 3), (2, 7)‏ 
یتم توقیعها على الرسم البيانى وتوصیلها (شکل 61( 


F(x) = 2 x +3 


شکل 61 
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مثال 3: 


أوجد المجال والمدی للدالة :- 


F(x) 22x + 3 
الحصل:‎ 


الدالة كثيرة الحدود من الدرجة الأولى . مجالها جميع الأعداد الحقيقية 
R‏ م1 - 
من الرسم البیانی فی المثال السایق نجد أن الدالة عبارة عن خط مستقیم 
ممتد إلى مالا تهاب ن ج ای X БО‏ تقترب من مالانهاية فان لا تقعرب من 
مالا نهاية وعندما Х‏ تقترب من سالب مالا نهاية فإن لا تقرب من سالب مالا نهاية أي 
أن المدى لهذه الدالة هو جميع الأعدادا الحقيقية بمعنى :- 


20 
e: 

I 

= 
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АМАЛ‏ متعددة القواعد: 
يقال 5141 F(x)‏ انها متعددة القواعد اذ اكان مجالها مقسما إلى فترات 
ولکل فترة قاعدة خاصة بھا کما فی المثال التالی: 


Је, 
: إذا كانت‎ 
سق‎ (2053 %50 
: آوجد کل من‎ 
كان لها‎ Е), Е(0),ЕС1) 
وجود ثم عین مجال ومدى هذه الدالة‎ 
: الحل‎ 
: مجال هذه الدالة مقسم إلى فترتين هما‎ 
15: (99,0) F(x) -2х-3 
2- (0, =) ,F(xX) =2х +3 


كما أن العدد صفر لا ینتمی لأ من БОР‏ 
غیر معرف ج )0( F‏ .. 

^ Dg -ÍR-(0)] 
X = 0 أى أن مجال هذه الدالة هو جمیع الأعداد الحقيقية ما عدا‎ 


( 0 , مم) ع 1 - .. 


7 ЕС) < 2 )1( -3 = -5 
. . 1e (0, =) 
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. ۲" )1( < 2 )1( + 3 = 5 


: یکون‎ X > Ü us, 
2 5 > 0 
2-3 > 3 
7 F(x) є (-о,-3) Ї 
2x>0 -: یکون‎ × < Ü хо, 
21 + 3< 3 
7 F(x) є (3 , e°) 11 


من 1 , 11 يكون مدی هذه الداله هو := 
Rp = ) о, - 3) O (3, œ)‏ 
х: R-[-3,3] )‏ { = 
أى أن مدى هذه الدالة هو مجموعة الأعداد الحقيقية ما عدا الفترة : 


83 21 
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(23) تماریسن‎ 
: ارسم الشکل البيانى لکل من الدالتین‎ -1 
4х7-9 3 
Е = е ie -— 
(а) (х) 13 Be 
2 
4x*-9 422 
2х-3 2 
(5) G(x) = 
6 P 4 21 
2 


ثم عین مجال ومدی کل منهما وهل هما متساویتان ؟ 
2 - إرسم الشكل البیانی لکل من الدوال الآتية ميينا مجال ومدی کل 


منھم: 
x 02x2-2‏ 2-3 
(a) F(x) =‏ 
32х»0‏ 2 
,x«-1‏ 3 + 2 
(b) F(x) =‏ 
,x2-l‏ 2 
,1»х2-2‏ 1- 
(c) F(x) =‏ 
| < << 3 , 
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دالة المشیاس: 
درسنا فی الباب الأول القيمة المطلقة لأى عدد حقيقى X‏ والخواص 


الأساسية لها. 
ونعرف دالة المقیاس على نفس النمط كالآتى: 
-X , > 0‏ 
Е (х) 2۱۱۱ 0 х= 0‏ 
Х , < 0‏ 


أى أن مقیاس (Жо)‏ = صفر 

ومقیاس (أى عدد بخلاف الصفر) = عدد موجب 

أى أن مجال .دالة المقایس هو جمیع الأعداد الحقيقية R‏ 

ويكون مدى دالة المقياس هو جميع الأعداد الحقيقية الموجبة R”‏ 
بالإضافة الى الصفر. تكتب كالآتى کل من المجال والمدى :- 


рр= В 
К. = ]0 , ә) 
: | متيال‎ 
إرسم بيانيا الدالة الآتيه:‎ 
Е (х) ۱ء‎ 


الل : 
يتم عمل جدول من سالب مالا نهاية وحتى الصفر للدالة : 
F(x)2-x ,(- о, 0]‏ 
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ثم عمل جدول من صفر إلى موجب مالانهاية للدالة := 
Р(х) =х ,[0, =)‏ 


Ix | 0 | 1 | 2 
y | 0 | 1. | 2| 


الرسم البیانی یوضحه شکل 62 


1- De = R 
2- Re = [0 , оо) 
3. F(x) = F (x) زوجية‎ МА! a 


مثال 2 : ارسم بيانيا الدالة الآتية: 


F(x) 2۱*۶ - 3| 
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ثم أوجد مجال ومدی هذه الدالة 


الحل: 


х-3-0 عندما‎ 


نوقع النقاط بالجدول على الرسم الببانی كما هر موضح بشکل 63 


- 237 - 


شکل 63 


نلاحظ من الشکل البيانى (شکل 63( الآتى: 
1 - الدالة بأكملها تقع فوق المحور × 


2 - مجال هذه الدالة هو مجموعة الأعداد الحقبقية ومداها من صفر حتی 
مالانهاية وتکتب بالأسلوب الریاضی کالتالی :- 


D,-R 


Кр = [0 , =) 
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)24( تماریسسسن‎ 
إرسم الدوال الآتيه مع إيجاد المجال والمدی:-‎ - T 
Е(х) 2 (+۱۱ 
F(x) = 2 x - 3l 
F(x) = x «Ix? - 6 xl 


F(x) = - x + |x » ر6‎ 
F(x) = x -1х І 


Ех)--х-1х| 
: -أوجد مجال الدوال‎ TT 


۱2× - 31 
Е سس سا ےا‎ 
(x) Зэр 
5 = Х-| 
i | x - 2l 


F(x) = -Х-ЇХ| 
(x) e 
12x 2 34 5 | 


F(x) = 
Мх] 


الدوال السامية 
تعرف کل دالة لیست جبرية بأنها دالة 
ساميه وأشهر هذه الدوال هی: 
الدوال الأسية 
الدوال اللوغاريتيمة 


الدوال المثلثية 
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الدالة الأسية: 


إذا کان 8 عدد حقیقی موجب жа,‏ 1 فان الدالة الأسية للأساس 2 هی۳ 
()تعرف کالاتی: 


کو = F (x)‏ 
ol X cu‏ عدد حقیقی۔ 
ومن القواعد المعروفة فى الدوال العكسية تكون هذه الدالة أحادية وبالتالى 
فان لها معكوس هو F (X)‏ . 


مثال تمهيدى: 
إرسم الرسم البیانی للدوال الآنية: 
(а) у-2 (b  yz3'‏ 
011 011 
جج y=(%) (d)‏ () 
الل : 


یتم عمل الجدول البیانی الاتی لا ما الصابقة:- 


ہے النقاط بيانيا ویمٹلھا شکل 64 


شکل 64 


نلاحظ من الجدول والرسم البيانى الآتى: 

1 - الدوال (b) , (a)‏ تزايدية حیث الأساس 2 > 1 

2 - الدوال (d), (с)‏ تناقصية حیث الأساس 8 < 1 

3 - مجال (зэх‏ الدوال هو مجموعة الأعداد الحقيقية. 

4 = مدی جميع الدوال هو مجموعة الأعداد الحقيقية السوجبة. 

5 - جمیع الدوال تمربالنقطة (1 ,0( .A‏ 

وعلی ذلك تکون الدالتین (b) , (а)‏ ممثلة للدوال الأسية التی يزيد فیها 
الأساس a‏ عن الواحد a)‏ < 1) وهی فى هذه الحالة تزايدية والدالتين (d) , (c)‏ 
ممثلة للدرال الأسية التی يقل فيها الأساس a‏ عن الراحد a)‏ > 1) وهی فی هذه 
الحالة تناقصية. 

:1 JC 


آرجد قیم 8 للدوال y = a^‏ التی تحتوی النقاط الاتية: 


4942: 
B(2,49 , E )3, 8) , T (2, 64) 


ال( : 
1,234 للنقطة )49 ,2( В‏ نعوض فی معادلة الداله y = а"‏ 


за 

а 27‏ 
بالنسبة للنقطة )8 ,3( E‏ نعرض فى معادلة الدالة ”ج = y‏ : 

8 =a 

2 =a 

а = 2 


باللسبة للنقطه )64 ,2( T‏ نعرض فى معادلة الداله х = а“‏ 
а?‏ = 264 


2ج = 82 
хла: =8‏ 
مغ š 2 JU‏ 
jl‏ جميع الأعداد الحقيقية التی تحقق المعادلة : 
625 = 6*9 5 
الحل: 
يتم تحلیل الطرف الأيمن وبالتالى تکتب المعادلة على الصورة: 
sx (x-3) = 54‏ 
Х(Х-3)-24‏ 


x -3x-4=0 
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(х - 4) (x + 1) 20 


х= 4 І 
أو‎ 
xz-l IL 
:3JUL 
فی المعادلة‎ X أوجد قيمة‎ 
ے52 3پ‎ 
5 


الل : 
یتم فك الطرف الایسر حسب قواعد الأسس وتصبح المعادلة کالاتی: 


s.s. 


x, 1 1 6 
5:(---) + 5 == 
ias? ری‎ Е 
у= 5" ضع‎ 
y ,25 ے‎ 6 
125 y 5 


بضرب الطرفین فی y‏ 125 
-150у‏ )125( 25 + غر۔ 


y? - 150у + 3125 =0 
(у-125)(у-25) = 0 
7 у = 125 І 


2 5х = 125 
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۰ مجموعه الحل للمعادلة شى: - 
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الدالة الأسية الطبيعية e"‏ 

عرفنا مما سبق أن جميع الدوال الأسية تمر بالنقطة )1 , 0) ۸ وعند رسم 
مستقيم يمر بهذه النقطة ومیله 1 + يكون هذا المستقيم مماسا لمنحنى دالة واحدة 
хаг‏ ويكون ثابت هذا المنحنى مساريا ل 2.718281 حيث يكون ميل هذا الماس 
هو نفس المنحنی - أى المشتقة الأولى للمنحنی تساوى نفس المنحنى - وقد Pi‏ 
رمز ثابت هذا المنحنى من a‏ ليصبح (Euler number) е‏ .555 أساسا للوغاريتم 
الطبيعى (2.718281828 = (e‏ شكل 65. 


شكل 65 


ومن هذا التعريف يمكن تقديم النظرية الاتية : 
— 2 
اذا كانت f(x) = e'‏ 


f (x) = فان خم‎ 
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تمارسس )25( 


1 - باستخذام قواعد الأسس أكتب المقادیر الآنية بطريقة مبسطة: 


(a) 2/5 »/* (b 27 27: 
رم‎ 27 2» (d) 355 243 و‎ 


2- حدد فى كل مما يأتى الدالة التزايدية ДЫЛ,‏ التناقصية مع ذکر السبب: 


(а) F(x) = 3” (b Ех) = ۷ 
(с) Ех) = (2) كن‎ Бю =)" 
-: اذا كانت‎ -3 
E دوج كوم‎ 
G(x) = 3х _ 27 


اوجد : 


(а) F(x) + G(x) 
(b F(x) - G(x) 


(с) F(x) + Go» 


(а) 


(c) 


(e) 
(8) 
0) 
(k) 
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(b) 


حل المعادلات الآتيه 
] = 9*3 
27 = 3۴2 


25 EN (42y** l 


3” 2 gr! . 7و‎ 


3 
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الدوال اللوغريتيمية: 
الدالة اللرغرتيمبة هی معكوس الدالة الأسية pus‏ لها بالرمز Е! (х)‏ 


F(x) = Jog,x 
а وتقرأ لوغاريتم العده × للأساس‎ 
للدالة‎ (y = х) ويمكن رسم الدالة اللرغاريتيمة بطريقة خط المرآة العاکس‎ 
الأسية (راجع الدوال العكسية) فى الحالتين:‎ 
الحالة الاولی:‎ 


الأساس 8 > 1 شكل 66 


у= 2‏ 
2 
” 
” 
= 
2 ےر مھ 


الحالة الثانية :- 


67 شكل‎ 0 > a> 1 


شکل 67 


نلاحظ من الرسم البيانى للحالتين الآتى :- 
الحالة الأولى : 1 a»‏ الحالة 4501 : 1 > 2 > 0 


اعنہ × = ايكون :108 = صفر хє‏ × = | یکون × 102 = صفر 
41-108,Х о, 0 > × > | EM‏ | عند 1> > 0 يكون ЮЕ,Х‏ موجب 


وحيث أن الدالة اللوغاريتيمة هى معکوس للدالة الأسیة یکون: 
41 1 - مجال الدالة اللوغاريتيمة هو مجمرعة الأعداد الحقيقية الموجبة. 


2 - مدی الدالة اللوغاربتية هو مجمرعة الأعداد الحقيقية. 
H‏ - خصائص الدالة اللوغاريتيمة یمکن استنتاجها من خواص الدالة الأسية. 


١ log, M = log, N 


M=N 
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عندما بگوں 


2- log, MN = log, M + log, № 


3- log, M/N = log, M - log, N 


4- log, M* = k log, M 


5-log, =o 
6-log, a =1 
7- a log M= M 
(a) lg, х= +L 

2 


(c) log, 16 = x 


سرت 


(a) x23 


(b)8 =x? 


3 3 
2 = x 


N , M —‏ , 2 عدد حقيقيا موجبا 2 ± 1 
مثال | : 
استعمل التعريف لإيجاد قيمة × فى کل مما يأتى:- 
(b) log, 8-3‏ 
(d) log, (x +3) =2‏ 
الحلل : 
باستخدام التعريف يكون : 
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وحيث ان الاس للطرف الأيمن > الأس فی الطرف الأيسر 
الأساس للطرف الأيمن = الأساس فى الطرف الأیسر 


= بر .` 

(c) 16-2‏ 
2٩ = х‏ 
وحیث أن الأساس للطرف الأيمن = الأساس فى الطرف الأبسر 
-. الأس للطرف الأيمن = الأس فى الطرف الأبسر 

.. ж 4 
(dx + 3 = 3? 

x اد‎ 3 

x 2-4 


: 2 مثال‎ 
: حل كل من المعادلات الأنية‎ 
(а) log. (х - 3) + log, (х - 4) = 1 
(b) یوما‎ (x + 6) - log, x = log, (x - 4) 
"بت‎ 77 
(a) log. (x-3) (x-4) =] 
n (x - 3) (x - 4) = 2! 
X -7x41222 
X -7x41020 
(x-2) (х - 5) = 0 
آما‎ (х- 2) = 0 > х= 2 


4(Х-5) 20 > х 5 


ext الحل للمعادله ھی‎ АГ ута 


Х= {2.5} 
: باستخدام تعریف اللوغاریتم‎ -b 
х+б =х-4 
Х 
× +6 = x (x - 4) 
=x -4x 


nx -4x-x-6=0 
x - 5-6 2-0 
(х- 6) (х+1) =0 
ul (х - 6) -0 > х-6 
أو‎ ) + 1( < 0 > х=] 


: مجموعة الحل للمعادلة هی‎ ٠ 


)1-,16- 
مشال 3 : 
اذا كان : 
log, 2 1 ‚ 1og,32027‏ 
أوجد قيمة کل مما يأتي:- 
(a) log, 6 (d) log, 72‏ 


(c) log, V3 (d) log, У2 


(a) log 


(b) log, 72 


6 


a 
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= log, 2 + log, 3 


= 0.21 + 0.27 = 0.48 
= log, 8 + log, 9 


3 2 
= log, 2 + log, 3 


= 3 log, 2 + 2 log, 3 
= 3 (0.21) + 2 (0. 27) = 1. 17 


(с) log, У3 


Nje | 


۱۱ 


(d) 2 


z 0.135 


= 0.105 


: 4 JU 5 


اذا كان : 


اثت أن : 
exl‏ ان 
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: Jl 


بتطبیق قواعد النسب والتناسب :- 
ОВИ ОШ‏ 
2+3 


_ 108,2 
نے‎ 
„log, ху  log,z 
` AA) 5 
log, xy = log, 7 


وبتطبيق الخاصية رقم )1( فی اللوغاريتمات . 
SXyRmRZ I‏ 


نضع کل من هذه النسب = k‏ 


ш-4--0---43-5К 
2 3 5 
.. رع10‎ ۶ < 2 k — x = “2م‎ 
7.108, y=3k уза“ 
log, 2 =5k رت‎ a 
-: بایجاد قيمة الطرف الایسر‎ 
26 3 
y = гал 
5k 
-а 
> 27 


=z‏ لے 


-255- 
اللوغاریتم الطبیعی : 
یسمی اللوغاریتسم للاساس © باللوغاریتم الطبیعی ویرمز له بالرمز In‏ 


log, x ع‎ In x 
e ویستخدم اللوغاريتم الطبیعی فى التفاضل والتكامل والعلوم علما بأن‎ 
2.71828 , 10 :- 1 عدد غير نسبی ويساوى تقریبا‎ 


اللوغاریتم الاعتیادی : 


یسمی اللوغریتم للأساس 10 باللوغاریتم الاعتیادی ویرمز له بالرمز log‏ 


x = log x‏ و102 
ویستخدم عادة فی الحسابات ومن خواصه : 
log 10 =]‏ 
2= 10610 2 = 102 وم[ < 100 log‏ 
g 1000 = log 10° 231og 10 -3‏ 


1 zl 
log — 210810 --log 10 --| 
š 10 £ g 


lo 


] 2 
los — = log 10- = -2 log 10 = -2 
2 100 8 8 


العلاقة بين اللوغاريتم الطبیعی واللوغاريتم الاعنیادی: 
بفرض أن : )1( y=e‏ 
بأخذ اللوغاريتم الاعتيادى للطرفين للمعادلة )1( 


.. log y = x log e 


.. ۶ = log y / loge 


“In yzxlnezx 


x =lny 


In y = log y / log e 
= 2.3 log y 


In ]00 = 2.3 log 100 


In 100 = 2.3 (2) 
-. In 100 = 6 
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)2( 
بأخذ اللوغاریتم الطبیعی للمعادلة )1( 


)3( 
من (2) , (3) نستنتج أن :- 


Да, 


إذا علمت أن : 22 100 In 100 2,5 log‏ 


الحصل : 


(a) 
(c) 


(e) 
(g) 


(a) 
(c) 
(e) 
(g) 


108,610 = 1 
log, x 22 
log, 3 = 0.49 
Іп 25 > 
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تمار سسسن )26( 
1 - ضع المعادلات الاتية فى الصيغة اللوغاريتيمة :- 
(b) 3 -81‏ 
1,3 
8 = )- 4 
لت )4( 
(баз‏ 
(h) e =‏ 


2 - ضع المعادلات الآتية فى الصيغة الأسية :- 
(b) log; 625 =4‏ 


(d 108,4= 2 
(f) 1065,1-0 
(h) шх-у 


3 - عبر عن اللوغریتمات التالية بدلالة اللوغاريتميين:- 


(b) 15202 3 
4 

d) In 

(d) In 9 

(b) 5 
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4 حل المعادلات الاتية : 


(a log, (х - 2) - log, (x + 2) = 1 
(b) log, (7 - x) - log, (x 3 22 2 
(c) log, Зх + log; Qx - 1) = log; (16 x - 10) 


(d Inx(x+2)=4 


: أوجد مجال الدالة ثم ارسم الرسم البیانی لھا لكل من‎ -5 
(a F(x) = log, (x - 1) 
(b) F(x) = log; (х) 
(c) F(x) = log , (2х -1) 
2 
(d) F(x) = 108 , (x) 
3 
: أكتب التعبيرات الآتية على صورة لوغاریتم عده واحد‎ - 6 
21 7 8 
(a) log; rds log, 5 * log, D 
(D  31og, 10-2]og, 5 


(c) 31og,12-4]og, 9 + zi log, 4 


: ان‎ cel - 7 


X +y 


loge 


x +y د‎ 47 ху 
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i (log x + log y)‏ ہے 


14-8 گان :- 

اثبت أن :- 
BI -9‏ کان = 

اثبت ان : 
10 - اذا کان 

اثبت أن : 


- 260 - 
الدوال المثلشة 


القیاسات الدائربه والقیاسات الزاویه: 
أولا: القياسات الدائرية «(Circular measure)‏ 

هو النسبة بین المسافة (d)‏ مقاسة على المحيط الى نصنچافقطر (г)‏ 
وتکون وحداتها هى النصف قطرية (radian)‏ والتى لیس لها آبعاد شکل 68. 


гаа‏ 4 دن 
r‏ 


شکل 68 


ثانيا : القياسات الزوایه (Angular measure)‏ : 
حيث تقسم الزوایة المتواجدة فی مركز الداثرة إلى 360 قم یعرف کل قسم 
7 0 
العلاقة بيك القیاس 24020221 
rad‏ 11 2 = ° 360 
rad = 57.3°‏ ] 4 
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النسب المثلثية للمثلث القائم الزاویه بشکل 69 كما يلى: 


Sin دي‎ Š Csc а = £ 
c a 
Cos as Sec a= 5 
C b 
Tan а= 2 Cotan а= P 
b a 
ш 0 _ € Cosa 
C cas 0 C Sina 
E Sin 0 5 Cos а 
Cos а Sin 0 
c 
a 
b 
69 شکل‎ 
Sin” a + Cosa = | 
Тап" a +I = 1/Сов" a = Ses a 


1 + Cot а = 1 / Sin? а = Csc a 
Tana. Cota =] 
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مجموع وفرق الزوایا : 


Sin (a + B) = Sina Cos B + Cosa Sin B 


Cos (a + B ) = Cos а. Cos В * Sina Sin B 


Sin به‎ Sin B =2 Sin So . Cos = 


Cos а = Cos? 2: sin? € 
2 2 
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الدوال المثلثية لبعض الزوایا الهامة : 
يبين شکل )70( x‏ 10 النسب المثلثية للزرایا الهامة. 
العلاقة بين دالة الجیب ودالة جیب التمام «(Sine & Cosine)‏ 
يبين هذه العلاقة شکل رتم )70( البندین ell‏ , 12ع عندما تکون , 1 > 1 
А =1‏ . وأيضا شکل العلاقة بالنسبة للجیب Gas (Sine à)‏ تکرن 1.5 A-‏ , 2= ۸ 


كما يظهر نی نفس الشکل أن منحنی جیب التمام (Cosine)‏ هو نفسه منحنی 


الجیب (Sine)‏ مع إزاحة مقدارها Ч‏ - 


Eunctions of the more important angles 


elati ween sine and cosine functio 
Basic eguations 
el Sine funcuen у = А sin (ka- ф) 
e 12 Cosine funcuon y = А cos (Ka - ф) 


and k=! 

aine curve with an A=] and k=2 

—.—sine cune amplludeof 1ھ‎ and k= 1 
ае А =1 Е 

= = cosine cune ó- 96 

or aine cuve with a phase shift of 3 


شکل 70 
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اندوال المثلثية للزوايا المختلفة: 

أى زاوية سمکن أن تکون فی ربع واحد من الأربعة آرباع. وتصوقف اشارة 
النسبة المثلثية على هذا الریع کالتالی شکل )71( . 

1- فإذا كانت الزاوية فى الربع الأول تکون جمیع النسب المثلثيه موجبة. 

2 - إذا كانت الزاوية فى الربع الشانی تکون النسب المثلشية الموجبة هی 
LL, Сс, Sine‏ الئسب المثلثية سالبة. 

3 - إذا كانت الزاوية فى الربم الثالث تکون النسب المثلثية الموجبة هی 
Tan‏ ) وبقية اللسب المثلثية سالبة. 

Ы -4‏ الزاویه فى الربع الرابع تکون النسبة المثلثية الموجبة هی 
Sec , Cos‏ ويقية النسب المثلثية سالبة. 
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وتکون النسية المثلثية فى شکل )72( وفی جزئه العلوی يبين قيمة الدوال 
فى حالة ما اذا كانت الزاوية محصورة بين الصفر 90° أو 90° , 180° أو , ^270 
"180 أو 270 , 360 . وأیضا فى حالة تکرار الزاوية ^360 
كما يبين الشکل فی جزئه السفلی الشکل البیانی للدوال المختلفة (cost,‏ 


. للزارية ۵ فى کل الأرباع أى ابتداا من الصفر وحتی"360‎ tan, cot, sine 


FUNCTIONS OF A CIRCLE 
Quadrants 


E3 


sin ( 90" - а) + m cosa|sn( 9 «al s ANA 
ca$(90 -3) + m sna | ٭ رد + 90 )وم‎ ° ana 
مھ‎ ) 90° - а) + w cma |tan(90* +a) шэг”! 
cot ) 90° - а} + = сог ) 90° +a) لے‎ 


` ma 


sin (180'-2) + = cs a sin (10° +a) ی‎ ensi 
соз (1807-3) — - ж sina |соу(150° +a) » - una 
tan (180"-a) = Co а | صها‎ )۱30 +a) ЭЕТ 
cot (180°-1) = cet (150° + a) a 


sa(270-2) - a sin ( 2707 +a) 5 ۰ وروی‎ 
соз ) 2707 - а) - = sina |cos( 270 +a) ч - وص‎ 
un( 270'-a) + w cota | )انق‎ 270° +a) ч tot а 
cx( 270'-a) + = cot( 2707 + а) a 


ма (360°. а) - = мп (260° + а) = > 
cos (360° -а) + а sna | وت‎ (360° + а) = “= وض‎ 
tan (360”-а) * = coa | ٭360) تمدا‎ +a = * cta 
cot (360"-a) = cot (369° + a) a a 


a Упа пх 360) а - cos 3 
co) -2) + x пла | 0 (01380) = ۔‎ ¿na 
(د - )ھا‎ - x cota |МА(їшах180) a سو‎ 
cot) -a) зопла|соЦаахлд180) = - وس‎ 


شکل 72 
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المجال (Dg)‏ والمدی(5) لبعض الدوال المثلثية : 


1 - ۳ (a) = Sin a 
35 Dp = К 
, جا‎ 1-1, 1] 
2- F(a) =Cos a 
Dr = R 
Re = [-1, 1] 
3- Е (а) = Tana 
= sin a 
COS à 


.. Dp= R - (أصفار المقام)‎ | 


أى أن الزاویه تخضم للعلاقة : 


2 جميع الأعداد الصحيحة . 


حیث R‏ مجموعة الأعداد الحقيقية. 


(2) 


sin 
COS 


tan 


(a) 


(b) 


(a) 
(b) 
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(27) gem) 


| = أرسم الدوال الآتيه : 


sin X (b) cos x (c) tan x 
{0,2 I] 3 3l فی‎ 
-: أوجد قيمة کل من الدوال الآتيه‎ -2 
15 sin 95 sin. 200 
15 cos 59 cos 200 
15 tan 95 tan 20 


3 - آوجد قيمة الزوايا بالقياسات الدائرية والقياسات الزاوية لكل من : 


г = 15 (с) г= 90‏ 
وطول القوس 250 وطول القوس 25 
r= 0 (d) г= 120‏ 
J b,‏ القوس 720 وطول القوس 50 
ملحوظة: وحد: الأطوال تؤخذ بالمللیمتر 
4 - أوجد المجال لکل من الدوال الآتيه: 
F(x) = sin x + cos x‏ 
F(x) = tan x‏ 


(4) 


(1) 


(g) 


(h) 


Fix) = un^ x 


Fix) = In isin x) 


S Sin X 
in x 
Ey sin x | 
sin x 
F(x) = pho 
sin х 
Е(х) = tan х 


۶ 
yl- cos х 
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تحصیل الدوال (الداله التركيبية) 


اذا كانت Р(х) , fi)‏ دالتين حقیقیتین وكان : 
1 - مدی (Ro) f; (х)‏ فبجسال(×) (Dg) f,‏ 0#نإنەيمكن 
تحصیل الدالتين (X)‏ ,۳ لایجاد الدالة المحصلة أو الدالة التركيبية (شكل 73): 
f= bh (х)о fi (x)‏ 
f, (fi (x))‏ = 


73 شکل‎ 
: من الشكل يتضح أن‎ 
F (х) =у, , Е, (у) =z 
Р, (х) o (Fœ) = Е, (Е(х)) 
= F, (у) 
= 7 


2 - مدي (Dg) Е, (x) JU n (Rp) 7 (X)‏ = ونإنهبيمكن 


ایجاد أيضا:- 
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F, o F; (x) =F, (f,(x)) 


-: وينتج من التعریف أن‎ 
Dror, = ۶6 De, , f, (x) Є D, ] 
: 1 مفلل‎ 
X ر۴ دالتين معرفتين على المجموعة‎ (х) , ۴, (x) إذا كانت‎ 
۸ < ) 2, 9 , 6 ( 
F; = (а, Б), (Ы, с), (с, ) 
F, = (а, а), (b , а), (а, b) 
: فأوجد الآتى‎ 
(a) FoF, (b) FoF, 
(c) К, оғ (d) R; or, 
ال‎ 


(a) F, oF, = f, (f) 
=(a,a),(b,a),(c,b) 
(b FoF, =F, (Е,) 


-(a,b)(b,c),'..c) 
() Rio, (a,b) 


К, or,= (b,c) 
: نلاحظ من المثال السابق أن‎ 
FoF) ۲, oF, 


مشال 2: 
F, Е,‏ دالتين معرفتين كما بالشكل ( شكل 74( 
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(a) FoF, (c) FoF, 
(b) D. or, (d) D; 0 f. 
(a) FoF, =F, (Е) 


= {(4,3),(5,7), (6, D}... 75 شکل‎ 
(b) 8+ < )4 , 5 , 6( 
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F2o0Fi:xz 


شکل 75 


(c) F,oF,-F,(F)) 
= (һ, с), (b,a), (e, c) ...... 76 | 5-4 
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(d) D; or, -(0,1,6) 


نلاحظ من JUI‏ الآتى:- 
F, 0 F, = F, 0 F,‏ -1 
Зер,‏ -2 
ce Dror.‏ -3 
مقال 3 : 


2 - اذكر مجال کل من الدالتين الحقيقيتين ,۳ , ر۴ المعرفتين کالکتی: 
F, (х) = 5 - x°‏ 


Е, (х) ۶۷ ۶-1 
ارجد ایشا‎ =b 
D, or, , F, oF, 
Dr or F; o F. 
Ji 
aF (x) =5-х 
D, =R 
F,(x) = ۷-1 21 , D, =[l,%) 
b- = f, of, (х) = f, (f, QU) | 
=f,(5- x? 
2 F, oF, (х) = V5-x2-1 
=V4- x` 
II D; or, š 
4- x > 0 


2 > 4 
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2<x<2 
-Do 54123) 

Ш FoF, =F, (Е) 
Fx) ۷ء‎ 1 
„FRO =5- х 
“FoF, = 5 - (үх -1) 

= 5 - (х - 1) 
= 6-х 
ور یوید‎ 


( مه , ][ = 


fx)=Vx-1 , f o g(x) = x° 


Ғор (x) = x° 

= F (g (x) 
el (x) = үх - 1 
. F(g(x)) = vg(x)- 1 
54Е(5)-1 =x 
. ع‎ (x) =x + 1 
Ех) = In x 


= { х:хєр, . و۳‎ (x)e D, | 


مشال 4 : 


g(x) dies‏ إذا كان 


7 
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g (х) = 
Fo g (х) أوجد‎ 
54—41 

F o g (х) = F (g (х)) 


!n g (х)‏ ے 
g (x) - 2‏ 


= In1-In(x- 1) 
1-2 (x - 1) 
х-1 


20 - ]n (x-1) 
xe M 


2 (x - 1) 
(3-2x)In(x- I) 


2216 


1 - اذا كانت :- 
F,2(0,2,02.G.0)‏ 
F,2(0.D,0,95,0,3]‏ 
دالتین معرفتین على المجموعة X‏ حیث: 
Mi- MI , 2, 3)‏ 
فأوجد: 


F, oF, “,F, of 
ع دالتين معرفتين على مجموعة الأعداد الحقيقية:-‎ , f إذا کانت‎ - 2 
FQ) «3 , (х) =3х 
-: فاذکر مجال ومدی کل من‎ 
fog „gof 
: واوجد قيمة‎ 


gof(2) , fog(2) . fof(2) . вов (2) 


-: ع فأوجد قيمة‎ (х) = Vx I , f(x) =×” إذا أعطيت‎ - 3 
(a) fog (3) 
1 
f A 
(c) TESI) 


4 - أوجد g o f (x) : Ғор (х)‏ فى الحالات الاتیة: 
(а) Е(х) = Vx +1 , а(х) = X°‏ 


(b Е(х) =2+үх ‚ р(х) = (х- 2): 
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-: كانت‎ B - 5 


3 
۰ f (x) = 
x-2 BOX x-2 


أ وجد قیم 2 g (х)‏ 
6 - أوجد مجال ومدی الدوال الآتية : 

F, , Е, FoR , FoF, 
: وذلك اذا گان‎ 


ارجد ایضا قيمة : 


F (2) , Е, (2) ۰ FoF, (2), ۴, o F, (2) 


: اذا كانت‎ - 7 
Е|(5)-У2х-5 
)رع‎ = — 
: سد‎ ü 
(а) FoF, (х) , F31 o F, (x) 
(0 Daon > Di or, 
: اذا کانت‎ - 8 
f(x) =x? , - ص‎ >> © 
Е (х) مه > ز > مص - وز ع‎ 
D اوت تح‎ 


Ғор (х), ع٥٥‎ (x) 
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الدوال العكسية : 
درسنا فیما سيق الدالة الحقيقية وعرفنا أن معکرس الدالة الحقيقية لیس 
پالضرورة АЛ‏ | 
وعلى zi‏ حال نستطيع القول بأن العلاقة العكسية للدالة تکون أيضا دالة 
إذا کان : | 
F(x; =.Е(х,) -» Хүрэх,‏ - 1 
أو 
2-хүжх, -> F(x)sF(x,)‏ 
حیث АХ, , X,‏ مجال الدالة ۴ (تعرفا بالقاعد: )1( أو القاعدة )2(( 
وتسمى الدالة F‏ فى هذه الحالة بالدالة الآحادية وتسمى FI АЛАН‏ معکوس الدالة ۴ 
فمثلا اذا کان : 
Е-10,3,0,4),6,6)‏ 
< المعكوس لها FU‏ >< 


3 


F]! = ) (3,1), (42), (63) | 


ويمكن تمثيلهما بالمخطط السهمى کالتالی (شكل 77 ۰ شكل 78). 
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1۔ 
8 ب ۷ < F‏ 


شکل 78 


۴, المدی للدالة‎ Y ٠ Ju JE X حيث‎ 
Е| المجال , × للدالة‎ ۷ , 


-: ذلك نجد أن‎ ue, 
Е, (3) = 6 
F? (3) =1 
Y إذ أن العنصر 3 = × ينتمى إلى × ربكي أيضًا إلى‎ 
AFF (3) )-3 1 
‚Е; (Е, (3)) =F} (6) 


= 3 П 
-: نستنتج أن‎ H , من آ‎ 
Е, (Fr (3)) = Е; (Е, (3)) 
مثالا آخر يؤكد هذا الاستنتاج:‎ 
F, ={ (2, 3) ,, (4. 5), (6,4) } 
-: حيث‎ Бу ويكون المعكوس للدالة ر۴ ھو‎ 
F; = ) G, 2) , (5 .4), (4, 6) ) 
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يمثلهما شکل 79 شکل 80 على الترتیب 


F, (4) = 5 


F; (4)=6‏ 
حيث العنصر 4 = x‏ ینتمی إلى X‏ وينتمى أيضا إلى Y‏ 

F, (F; (4) = F, (6) 

=4 III 
Е; (Е, (4) )= F; (5) 
Fj (Е, (4)) = 4 IV 

من ]11 , 1۷ نستنتج أن : 

( F; (4)) =F, (Е; (4) ) 


-281- 
:.من1 , 11 فی المثال الأول ,۴ HE,‏ ,1۷ فی المشال الثانی.۳ نستطیم 
أن نستنتج هذا التعریف : 


إذا كانت ۴ دالة أحادية مجالها X‏ ومداها Y‏ فان الدالة ۴ التى مجالها 
Y‏ ومداها X‏ تسمی الدالة العكسية للدالة ۴ ذا کان لجیمع хє Y‏ 


3- БҮЕ (x) =x 
4- F! (F (x) =x 
:1 شال‎ 
-: کانت‎ dsl 
ط5‎ = { (1, 3), (2. 4), (3, 6) ) 
F, = { (2, 3) , (4, 5), (6,4) ( 
فأورجد:‎ 


Ес‏ . ۳۱ مع رسم کل دالة ومعكوسها على الرسم البيانى واکتب 
ملاحظاتك. 
x‏ 


Ff = { (3, D. (4.2), (6.3) |‏ 
F = ) 3,2). (5, 4, (4, 6) )‏ 
وبمثلهما شکل 88 . شكل 82 على الترتيب 
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من الرسم البيانى نجد أن الدوال F,‏ , ۳ متمائلين بالنسبة للمستقیم 
x‏ > لا وكذلك ر۴ , Б‏ متمائلین بالنسبة للمستقيم y = x‏ أن : الدالة 
والدالة العكسية لها متناظرتان بالنسبة للمستقيم y = X‏ أى کل منهما صورة 
للأخرى على الخط العاکس y = X‏ 
I :2 Л.‏ 
اذا كانت :۔ 
ь ( (1, -2), Q, 0), Q, -3), (4, 1) )‏ ۲ 
F' = ( (2, 1), (0, 2), C3, 3), (1, 4) |‏ 
اثبت صحة المعادلات 
l- Е(Е'(х)) =х‏ 
Е'(Е(х))=х‏ -2 
لجمیع قيم x‏ المنتميه إلى Y‏ 


: الحل‎ 
F (1) > 2 
۲۳ )1( < 4 
Е (Е'() -Е(4)-1 (1 المعادلة‎ ( 
F^ (F (1)) =F" (2) = 1 )2 (المعادله‎ 


,1 المعادلتین صحیحتین عند 1 = x‏ المنتمية إلى y‏ 


منال 3 : 
إذا كانت : Е-2-3х‏ 


اثبت أن ۲۲ دالة 


284 
J! 
F فى مجال‎ X; . × نفرض أن‎ 
5 F(x) 23ے‎ ху 
F (х) = 2 - 3 х, 
F (x) = F فإذا كان (یع)‎ 


ر×3 -2= 22-542 


X |= X; 
الدالة أحاديه ويكون لها سعکوس هو ۴ كرن أيضا ذالة وفتا‎ i 
.[ للقاعدة رقم‎ 


اختبار АМАЛ‏ من حيث کونها احادیه рі‏ غير أحاديه: 


یمکن اختیار الدالة F‏ من حيث کونها إحادية أم لا وذلك بعد رسمها بیانیا 
وبإستخدام خط مستقیم يوازى محور السینات. فإذا قطع هذا الخط الدالة نی أكشر 
من نقطة فهذا معناه أن المکون الثانی للدالة F‏ (الاحدائی الشانی) هر نفسه - أى 
أن 2131 NK‏ من زوج واحد بنفس المکون - هذا معناه أن الدالة F‏ ليست أحادية 
وأن ۳ ДА‏ موجودة. 

مثال: 

إثبت أن الدالة ۴ المعرفة بالقاعدة: 

Е(х) = 25 - 5‏ 
أحادية بيانيا. 


تح 

oo 

CA 
' 


الغتل: 
نرسم الدالة بيانيا . شكل 83 


83 


نلاحظ أن أى مستقیم یوازی محور السينات (Ай‏ الداله فى نقطه واحدة 
وبالتالی فان الدالة F‏ داله أحاديه. 
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الدوال الصریحه والدوال الضمنية: 
اذا كانت الدالة على الصورة: 


y = Е(х) 
٠ × صريحة بدلا له‎ y تسمی دالة دالة صريحة حيث ذكرت الدالة‎ 
ذلك:‎ Jis 
х х»! 
х+ 2 
у = tan x 
у= а" 
у= م1‎ x 


حيث أمكن وضع المتغیر المتسقل فى طرف والمتغير التابع فى الطرف 
الآخر. 
أما إذا كانت المعادلة على الصورة : 
f(x, y) = 0‏ 
نل ذلك : 
х - (у + Dx4y-y4s620‏ 
أى أن كلا من المتغير المتسقل x‏ والمتفیر التابع y‏ ظهرا فى طرف واحد 
من المعادلة ولا يمكن فصلهما عن بعض حیث المتغير y‏ واقع ضمنيا فى X‏ ومثل 
هذه الدالة تسمی دالة ضمنية . مثال ذلك: 


x+] 
y-xy4x =0 
وقد تكون الدالة على شکل صورة ضمنية ولكن يمكن کتابتها على صورة‎ 


دالة صريحة JU‏ ذلك: 
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ху-х+у+1=0.у#- 1 


فيمكن کتاہتھا على الصور: . 
=xy+y‏ 1 - ۲ 
y (x + ])‏ = 
х-1‏ 2 
x+!‏ 
مال: 
إذا كانت دالة معرفة ضمنیة بالمعادلة: 
үу? - 6‏ = 4 + 
у = f (x)‏ 
Ji‏ : 


(x + 4) = y? - 16 
Я x + 8 х + 16 2 y - 16 
у =x +8x+32 


у= Мх? +8x + 32 
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الداله الزوجیة والدالة الفردية: 
أ- الدالة الزوجية : 
Ju,‏ للدالة الحقيقية يأنها دالة زوجية اذا كان : 
F (x) = F (-x) X € Dg‏ 
بمعنی انه ЇМ‏ وضع - فى معادلة الدالة بدلا من X‏ وکانت قيمة الدالة لا 
تتغیر سمیت هذه الدالة بالدالة الزوجية. 
مشال 1 : 
اثبت أن الدالة : 
F(x) =‏ 
دالة زوجية . ثم إرسم الدالة 
الل : 


Е(-х)- (-x)2 = x2 
^ F(-x) = F (x) 


وبالتالى تكون الدالة زوجية 
ولرسم الدالة پیانیا یتم عمل الجدول الآتى: 
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= oU + tA O - ооо NO 


:2J 
: اثبت أن الدالة‎ 
F(x) = 3 x“ + 2 x+] 
У دالة زوجية . ثم إرسم الدالة وادرس تمائل المنحنی حول المحور‎ 
: الل‎ 
F(-x) = 3 (-x) + 2 ) 3 + 1 


=3x + 2 x +1 ۰ 
= F(x) 


ولرسم بيانيا يتم عمل الجدول ЭРЭ‏ = 


مس 
X. x | [ 2 3 А‏ ہے 


شکل 85 


ومن الرسم نلاحظ أن : 
منحنى متياثل حول السحور y‏ أي أن المحور ۷ يمكن إعتبارہ خط مرأه 
عاك АД,‏ الجيتين. 
معال 3 : 
اثبت ان : 
‚хе R‏ الداع f(x)‏ 


alis‏ زوحه 
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Е(-х) ۶ 
= |х | 


= Е(х) 


ب- АЛАЛ‏ الفردية : 
يقال للدالة الحقيقية F(x)‏ بأنها فردية إذا کان :- 


Е (-x) = -F (x) ‚хє ۴ 


مثال 4 : 
اثبت أن : 

F (х) = х” 
فردية:‎ 415 
الحل:‎ 

F(x) = (-x5) 
z-x?^z.F (x) 

.٠‏ الدالة حسب التعریف دالة فردية 
J‏ 5 : 
اثبت أن الدالة 

F(x) = 1 

X 


دالة فردية ثم ارسم المنحنی البیانی لها وادرس تمائله حول نقطة الأصل. 


۰ 2 - 
الحل: یتم عمل الجدول الکتی: 


يوضحه الرسم الببانی شکل 68 


شکل 86 


من الرسے نلاحظ أن منحنی الدالة ۴ متمائل حول نقطة الاصل . أى أن 
كل من نصفى منحنی الدالة ۳ هو صورة مقلوبة للنصف الاخر (الانعکاس فى ABE‏ 
الأصل). 
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ملاحظات هامه: 
1 - من الممکن أن تتواجد درال ليست زوجية ولا فردية. 
2 = مجموع دالتین زرجیتین هو Ulo‏ زوجية. 
pe - 3‏ دالتين فردیتین هو دألة فردید. 
4 - حاصل ضرب دالة زوجيه وأخرى فردية هو دالة فردية. 
РЕР.‏ 
6 - حاصل ضرب دالتین فرديتين هو دالة زوجية. 
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تمار سسسن )30( 
ابحث نوع كل من الدوال الآتية من حيث کونها زوجبة أو فردیة: 
F(x) 2‏ -1 
F(x) = 3 x - 2 x?‏ -2 
F(x) = 2x2 + 3 x - 5‏ -3 


4- F(x) = x*-2x!45 


3 
5. F(x) = - 3 
2x43 
6- F(x) = 
x + 1 


7-Кх) х" (2 x2 + 1) 
8- Fix) 2 x° - 57 

9. F(x) = Vx? - 8x 

10- F(x) = LÍ 5 ID 


e EX.‏ مزا 
X‏ 


, ۶ ۶ 0 
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12- F(x) = (16х95 + × در‎ 
1-Х 1 +x 


x? 
13- F(x) = —— 
cos X 


14- F(x) = x° sin" х 
15- F(x) = cot? X- tan? x 


m‏ المدی وعين نوع کل من الدوال الآتية من حیث الفردية والزوجية: 


3 ,x»0 
1- Fx) - : 
> , ۲ < 0 
1 
— (x - 3) , X> 0 
2- F(x) = x 
no لے‎ ,X < 0 
3 
3. F(x) = X d ,x»0 
x - 1 X20 
+ Fo) - | ( + D > 1 
(x - 1) , 4 < 1 
5- Е(х) = (x + 3y? 9 0» Х 2-3 
(x - 3)? ,-3 < <0 
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Limits . ki 


مثال تمهيدى 
أوجد قیمة: 
(D sinx,‏ 
15 
À 0 ( x )‏ 
الل : 


" صفر Я‏ 
نلاحظ ان قيمة الدلة = س رهذه كمية غير معرفة لذلك لنجأ إلى Ai b‏ 
صفر 
الاقتراب من على یمین النقطة Ü‏ = × وليكن من عند 1 >< رنستمر فی الاتتراب 


قربا كانيا من النقطة 0 = x‏ ونوجد قيمة الدالة (IX)‏ فی كل حالة: وكذلك من 
Х‏ 


Í X:‏ سار النقطة 0 = × وليكن من عند 1- = x‏ وتشتمر فى» لاقشراب قربا کافیا 
من النقطة 0 = (eA‏ ذلك الجذرلین TS‏ 


7 : 
0.8704 
| -0.880 | 0.8967 


)1( القيمة النهائية للدالة. 


0.30 0.9851 


0.9934 
(010 | 0.99983 | 
0.9999 7] 
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نجد أن قيمة الدالة تقترب من الواحد الصحيع فى حالتی الاقتراب من يمين 
وبسار النقطة 0 < وهذا واضح فى نهابتى الجدولين السابقين. 
نعندما تقصرب قيمة الذالة من الواحد الصحيح من ناحية اليمين أى من على 


يمين 0 = × تکتب بالصورة: 
ium sin x‏ 


x>; 
. + 
حيث وضعت إشارة + نوق 0 على الصورة ن لتعنی أن الاقتراب من الصفر من‎ 


ناجیه الیمین. 
وعندما تقترب قيمة الداله أيضا من الواحد الصحيح من ناحية اليسار " من 


على يسار النقطة 0 = تكتب بالصورة: 


X وج‎ x 


حیث وضعت اشارة - نوق 0 على الصورة 0 لتعنى أن الاقتراب من الصفر 
эж‏ ا الان 

وعندما تتساوی قيمة النهایتین ul‏ آن: 

قيمة النهاية من ناحية يمين النقطه = قيمة النهاية من ناحية يسار النقطه تکتب 


النهاية بدون اشارة لنقطة الاقتراب هکذا:- 


. sin X 
Lim =] 
х-э0 Х 
وفی هذه الحالة يكون:‎ 
sin x , sin X А sin x 
Lim = li = Lim 
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نظریات فى النهایات: 

نقدم بعض النظریات الهامة للطالب فى هذه المرحلة بدون برهان لها مع 
أمثلة توضحية مختلفة تطبیقا على النظریات تساعد الطالب على الاستیعاب والفهم. 

نظرية )1( : 

إذا کان 10 , 2 , ۵ جزء من الأعداد الحقيقية فان: 


Lim mx + 9 = та + б 


× ةف‎ 
حالات خاصة‎ 
Lin x=a , mza,bz0 
1 Xa 
Lim х=а , ша 
11 xa 
: 1 مثال‎ 
آوجد:‎ 
Lim 2x5 
x2 
الحل:‎ 
Lim 2× + 5 = 2 )2( + 5 
х 2 
zt 
2 Ju 


Lim X Lim 5 
x 2 3 x2 
الحل:‎ 
Lim x27 
x2 
Lim 522 
х ә 2 
: نظرية2‎ 
Lim С(х) Lim F(x) 
xa ۰ xa إذا كانت كل من الٹھایتین‎ 
=. موجودة فان‎ 
Lim [Е(х) + [(ع)6‎ = | Lim صنا +إ(ئ‎ Gœ% 
I- х эа | هه ع‎ xa 


Lim К.х) Lim F(x) 


H- 
хээг Xa 
Lim F(x). G(x) | Lim F(x) Lim G(x) 
۲۳۶ و‎ > xoa х эа 
Lim F(x) 
. F(x) х эа Lim G(x) #0 
-L سے ل‎ 
1۷ Gx) ` Lim G(x) Ie 
X—4 
3 3 نظرية‎ 
Lim 


إذا كانت النهاية G(x)‏ ورے۔ موجوده , П‏ عدد صحیح موجب فان : 
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Lim шиг GG) | 


x¬4a‏ مر 
مشثال 3 
|33 := 
Lim (x? +2 x + 1)‏ 
x3‏ 
21-20 
Lim (x +2х+1) [Lim x | ED M Lim‏ 
x33 =] x23 +2 х-э3 х-э3‏ 


= ]3 7 + ]2 (3)1 + [1] 


= 9+6+1 
= 6 
4 JU cn 
- آوجسد:‎ 
Lim (х2 £3x)(x*1)? 
x31 (x? - 5) 
الحل:‎ 


Lim (ҳ2+3х) || Lim. (x+1) 
سنا‎ (x! «3x)(x«1 y! 8 لی‎ x 


х9] (x1 -5) | Lim ( x` -5) | 


انم 


| 
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[Lim x) Lim x Lim 1 Lim J 
| х] | +3 xl | T x1 


x1 
تو‎ 
“Үхэ! 


Lim x 
x1 
21 -3(011141| 


[1-5] 


نظرية 4 : 
إذا كان a‏ عددا حقیقیا. ۲ عددا نسبيا (قياسيا) بحيث أن 8 معرف کعدد 
حقيقى فإن 
Lim x уа‏ 
xa‏ 
JU n‏ 5 
ارحد ;= 
Lim x? г. 372‏ 
x3‏ 
نظرية 5 
اذا كان m , n‏ عددان صحیحان موجبین نان :- 
n n‏ 
x" - a n :‏ ) 
Lim =  ))"۳‏ 


xa х"-а? т 


: 6JU n 


PE 
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x2 X - 2 
х“ Е 24 = + Qj 
хэ?) x-2 1 
= 4 (2) 
= 32 


نظریة 6 : 


إذا کان 8عددحقیقی و عددانسبیبارکانت(×)0 دالةوأن 


۱ $4 Lim 
مغر ف كعدد حقیقی فان:‎ [Lim G(x)] ob موجودة‎ xa 


Lim G'(x) | Lim С(х) |" 
xa = xa 
:7 Js 
: آرجد‎ 
Lim 45-Зу-у! 
у! 
: الحل‎ 


Lim V5-3y-y2 Lim 5-3 Lim y- нь 4 
у] 


yl 7| уә! yl 


ar‏ 3- داد 
1 


G(x) 


ә | 
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أمثلة منوعة 
مثال 1 : 
أوجد 
2 
L 3x“ -x-2‏ 
х--1 x+]‏ 
الل : 
L 3x? + x-2 Lim U*DGx-2‏ 
x3-1 x+] = x=] (x + 1)‏ 
Lim (3х-2)‏ 
x>-1‏ = 
2 - )1-( 3( = 
5 - = 
JU‏ 2: 
اد 
Lim X - 125‏ 
x5 x-3‏ 
J!‏ : 
x'-D5 аш x x‏ 
x5 x-5 - x5 x-5‏ 


! 
~J e 
UA þara | (999) 


Lim 
x23 


Lim 
x3 


Lim 


xl 


Lim 
x1 
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x «27 
x!-9 
3 
اہ‎ 

£? 

2 
25) 
x -1 


5. 5 ڈو‎ 
d 1 Lim X 1 
x-17 xƏ1 x2- 1? = 


5 5-4 
= > (-3 
Т) 


15 
4 


مفلل 3 : 


ارہد : 


مال4: 


: — | 
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Lim (x43)? -9 
x30 X 
الحل:‎ 
2 2 - 
Lim (4*3) -9 iim X 46х-9-9 
x—0 x zy Х 
2 
"ii x^ + 6x 
مجر‎ x 
Lim х-6 
= xƏ0 
=6 
یمکن تطبيق نظرية 5 وذلك باضافة 3 + , 3- فى المقام کالاتی:‎ 
Lim (x + 3(2 - 32 
x40 x*3-3 
× آیضا 0 ج‎ 


باضافة 3 + فی الطرفین تصبح کالاتی: 
х-3-3‏ 
2 2 


۳ 2 (3)?! 
х43-э3 (Х+3)- 3 1 


-6 
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: 7 JU 
: dc gl 
Lm Yx*3-V3 
x40 X 
Ор! 


بضرب الدالة فى مرافق البسط لتصبح: - 


n ۷۶+3 -V3 (Ух+3 Ух+3 +3, 
x30 5 у таг 


) + 3( - 3 
Lim 
= x50 x (Vx + 3 + V3) 
Lim : 
= x0 x (Vx + 3 + уЗ) 
ЗЭРЭГ ЛЕ: . 9 M 
V3 + 2۷3 
وعلى الطالب حل المثال باستخدام نظرية 5 بنفس طريقة حل المثال السابق.‎ 
: 8 شال‎ 
3-4 
Lm УХ -V5 
× وج‎ Х-5 
الحل:‎ 


بضرب الدالة فى مرافى البسط لتصبح : 
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Lim Vx - 5 Vx +5 
х-5 x-5 “УУ ys 


: 1 
= Lim 990ص‎ 
х-5 Vx + V5) 


1 


۷5 «45 
= 
21/5 
Lim sin (x-2) 
x2 Х-2 
Lim sin (x-2) "n sin (x-2) 
x2 Х-2 x»2290 x-2 
3 
Lim sin 3 x Lim 3 sin 3 x 
x30 X x30 3х 
23 Lim sin 3 х 
x0 X 


: 9 JL S 
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: أرجد‎ 
iini tan x 
x0 X 
: الل‎ 
m مها‎ _ Lim 1 Sin x 
x X x40 X cosx 


Lim SX Lim 201 
x30 X x40 COS X 


1 
Lim cosx 
у-э0 


(1). 
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(31) تماريسل‎ 
]- Lim 7 
х-»-2 
2- Lim 3x 
x-2 
3- Lin 7 
Xoo 
4- Lim 2y 
y2 
5- Lim : 2x- [ 
x—5 
6- Lim x?-2x 
x23 341 
J- Lim (D (2) 
8- Lim X - 16 
x>4 Х-4 
9. Lim 22-32 - 4 
dg 2-4 
10- Lim 1/۶ 41 
بر‎ Х45 
ll- Lim 5€ +8 52 
x20 3x! - 16x? 
3 
12- Lim 138 
t+2 


t—-2 


13. Lim 4 
x32 ux x6 


3 
l4- Lim ! +t? - 51+ 3 


— 


t>] t'-3t+2 
. Lim X 
15 ШОГ: 
jg. Lim _ > 
ود‎ Ix! 


]7- Lim y+ 


y>- y - 


18. Lim ١٣+34 
x1 (х-1) (x + فرع‎ 


X x-7 


20- Lm , QX*3)7-4x 
Ares 4x? +3x 


3 
22. Lim Хов 
x32 x! - 128 
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-311- 


23- Lim 5 
f x40 tanx 
24. Lim tan 5x 
x30 7х 
ke Lim tan 2x 
4 x—0 SINX 
Nim (1 + x?) - (1 - x?)? 
x0 х? 
27 ۔‎ Lim X^, + 2 + 3 
х-4 | ۳-3 + 4 
28 - Lim ر3)‎ + (8 
x1 
. Lim X23 _ 
29 x3 X - V3 
30. Lim V2x*1- V7 
x33 x-3 
. х2-2х-8 
31- Lin ے ہے‎ 
х-4  x?.]6 
432. Lim (3х -2)2.4 
х-э5 5x 


x34 х? +64 

34 - Lim Ix- 4 
Х-4 4-х 

45 ii (2x + 3(۶ -4 x? 

١ x2 4x? + 3 х 

۱ ۵ im ۷2+ 5 -үх-5 
х-э-1 x+] ` 

NEES‏ == ےو 
x22 V3x-2 -Vx+2‏ 
х-3 V6+x -3‏ 

39 - Lim V3-x - x «1 
x31 ٩/2 - -3Дх 5 

3f 2 

40- Lim JX 1 
x1 х-1 

ain (3 + e)? - 243 
مجع‎ Se 
Lim | (2436) - 256 

42 - гаг 
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e40 4e 


-313- 
اللائها يمي ك: 


Е(х) = 1 за أن مجال‎ 244 
x | 


هو مجمرعة الأعدا: الحتيقية ما عدا 0 = x‏ 


ولعمل الرسم البيانى لها بتم عمل الجدول الآتى :- 


واضح أن الدالة eo C‏ عندما x‏ -» 0ء كما أن الداله فرزية (تستخدم 
نقطة الأصل فى رسمها فى الربع الثالث (شكل 87). 


Е(х) 


87 Жа 
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ويتضح من الرسم البیانی الاتی:- 
(أ) تقترب ‏ من الصفر عندما تقترب X‏ من اللانهاية الموجبه أو اللائهاية 
X‏ 
السالبة ) مه + آو 00- ( 
(ب) تقترب ظا وو TON‏ تقترب × من الصفر عبر القب الموجبة 
X‏ 
(الاقتراب من Да!‏ من جهة اليمين) 
)>( تقترب L‏ من -oo‏ عندما تقترب × من الصفر عبر Lf NUI‏ 
X‏ 
(الاقتراب من Жа!‏ من جهة الیسار). 
TUNES "v‏ 
يستعمل أحيانا فی الرياضيات المتقدمة منظمومة جديدة تتکون من الأعداد 
الحقيقية والعنصرين الاضافيين co‏ + , 00- وتسمى هذه المنظومة منظومة الأعداد 
الحقيقية الموسعة وسوف يستبعد فى هذا الکتاب استعمال منظومۂ الأعداد 
الحقيقية المرسعة كما نتجنب القسمة على الصفر للحفاظ على القوانين العادية 
للحساب والجیر. 


IN Y 


lil‏ كانت الدالة F(X)‏ معرفة للقيم الكبيرة ل JU S x‏ أن F(x)‏ تقترب من 
العدد الحقيقى L‏ كنهاية لها عندما تقترب X‏ من اللاتھایة وکتب بهذه الصورة: 


Lim F(x)= L 
X40 


علما بأن النظريات المستخدمة فى اللاتهاية حول نهايات المجمرع ЗАЛ,‏ 
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والنسبة ممائلة للنظريات المقابله للنهايات عندما a‏ ج .X‏ 


1 نظرب4‎ 
اذا کان:‎ 
Lim F(x) = L , Lim G(x) = 
Х-Эоо Х-Эсо 


:59 عددان حقبقیان‎ L, 9 L, c 


Lim — (F(x) + GG)) باع‎ £L, 
X40 

Lim ^ (х) б (х) =L L, 
Х-Эосо 


Е(х) = L, L, ж 0 


ху G(x) u Lem 


-: اذا كان‎ 
Lim Е(х) = оо 
Х-Эсо 
: فان‎ X 2 оо محدودة عندما‎ G (x) . 
Lim ( F(x) = G(x) ) = e» 
Х--Эсо 
3 نظریه‎ 
: اذا كان‎ 
Lim F(x) 20 


Х--Эсо 
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: فان‎ X — оо محدودة عندما‎ G (X) ۰ 


Lim (F(x) = GG)) =0 


مج < 
وسوف نقتصر فى دراستنا على الأمثلة الترضيحية الهامة فقط التی تهم 
الطالب فی هذه المرحلة. 
مثال 1 : 
أوجد قيمة : 
Lim po, Um X‏ 


يتم عمل جدول فيه ہہ - — × 
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نلاحظ من الجدول كلما اقتربت × من سالب مالانهاية تقترب ل من 
1 


1 أى أن‎ Jem 
Lim - =0 
× و‎ - co X 
: 2 J; 
: أوجد قيمة‎ 
Lim — 
Х-Эсо Х 
الحطل:‎ 
[Lim 1 | 0-14 3 
| Х--Эсо x" X مج‎ x’ 
3 ملل‎ 
أوجد قيم النهايات الاتية:-‎ 
(a) Lim dono 


Х--со 6 - 8 


(b Lim 


X — مه‎ бх? - 8 
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В 3х+ 5 
iir سے اچوس‎ 
: الل‎ 
(a) L Зх + 5 


بقسمة البسط والمقام على х‏ 


3× +5) 
X 


ХЭ оо 6х-8 X —oo 6x-8(..) 
X 


m X—°° Х--Эсо 1 
Lim 6-8 Lim (—) 
Xoo X +e х 
E 3 + 5 (0) Ё 1 
6-8(0) 2 


J 
uu. Lim X +4x +x (Vx! + 4х 5 
2A 7 ےج‎ Vx! + 4 x TX 


x! +4 - x? 


_ Lim 2 
= مب‎ үх +4x +X 
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4х 
Lim بسح سید‎ 
гай л x( 1 +4(L) +1) 
Х 
1 +0 + 1 2 
Аја 
eo - оо تم الضرب فى المرافق کأسلوب جبرى للحل عندما تكون 1.53 النهاية‎ 
مثال4:‎ 
DASS أوجد‎ 
Lim Мх? رپ‎ -x 
X— со 
: J— J! 


یتم ضرب المقدار فی المرافق. 


2 
Мх? +4х + | 3 as 
1 Lim 5 5 > 1 x! + 4X - x) 
.. المقدار‎ > Xx مج‎ x 44х +x 


x! + 4x- x? 


_ Lim ЭГЭЭ NE 
T xe VX +4x +X 


-320- 


ملحوضة: 
تم الضرب فى المرافق کأسلوب جبرى للحل عندما تكون قيمة النهاية تساویه - مه 


: 5 А+, 


: أوجد قيمة‎ 
Lim Ух + Ax 


x— оо 


edi 
بالتعويض المباشر تكون النتیجة ۰0 - °° وهی كمية غير معنية باستخدام تحلیل‎ 


فرق بين معكبين 
A? - B) = (A- B) (A? + AB + B?)‏ 
2 2 
A-Bz(VA -VB )(A? 4 VA VB +В?)‏ - 


مع التعویض عن : 
A=x+1‏ 
B=x‏ 


гү Ух + ےلت‎ 


×+ 1 -x 
2 i 
x D? Vxa1 Mx x? 
Lim Vx+1 -Vx = хх 
۰۰ X موب‎ 


2 2 
(x41)? + ух-1 Mx ex^ 
Lim x + 1 -Ух = Lim 


I 
X oo 
X — مه‎ 


2 
(x41)? + x +1 x + × 


і "~ 
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بالقسمة X? e‏ لکل من البسط والمقام 


«Ly - ل‎ 
Х X 


Д ۲ 
6xi-8 -— 6 8 1 
5 (29 
Lim ر‎ im 
4 X — оо X =) xe x) 
Em. $68 Em. ورس‎ 
_ 400-0 
"Ч 6 - ۵ 
313 + 5 
6x-8 
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فاعدة عامسك : 


فى النهایات التی يقترب فیها المتغیر من اللانهاية يتم قسمة البسط 


رالمقام على اکبر قرة للمتفیر (أكبر آس للمتغیر). 
:6JU‏ 
أوجد قيمة : 
Lim (x+ sin х)‏ 
مه X—‏ 
الحل: 
مه = Lim X‏ 
مه X‏ 
sin XZ - 1‏ 
Lim sinx 1 ЭЭ‏ 
كمية غير محددة مه X—‏ 
Lim  (x*sin x) = e‏ 
مه X—‏ 
H 7 JU n‏ أوجد قيمة ui"‏ 
Lim ۶‏ 
X oo 1‏ 
الل : 
x «|‏ 605 > 1- 
0< تی Lim‏ 
X—o X‏ 
Lim 227 0‏ 


6- 
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تماریسن )32( 


أوجد النهایات الاتية := 


Lim 7 
X— со 
Lim  (-3) 
X— مه‎ 
Lim (-2 h) 
X— مه‎ 
2 
Lim 1+ п 
по n 


))+ 1) (2t 1) 


1-д оо e 

: (х+ D(2 x + 1) )3 + D) 
iim ————————— 
Х-Эсо x? 
Lim 1+2+ 3+... +n 

П-Э со n? 

3 х2-4 

Lim : 


X^ +X+ 1‏ ميب 


2x'-5414 


x» 1747x44 x? 
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7 T 2x? - 3x? + Ax + 5 
X — oo 5 در‎ + 42-8 


. (x *2)(x- 1) х + 1) 
H- Eum (1-2x)(1*x) 


b. Lim 7 )2(* +5 )3 ) 
xe  4(3)' + ۴ 


13- Lim 1 [1+4+7+... + (3 x -2)] 
-X 


5+9+13 +... +(4x-78) 


14- Li — YT 
хээ» 143458. 4(4х-3) 
: اذا كانت‎ 5 
x-i , ۶ 3 
F(x) = 
3x-7 , <3 
وله‎ 


@ ma FO) 
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اندوال المستمرة : 


إن سلوك الاستمرار فى ألدالة له صلة ببيائها ولذلك نعتبر الآتى للتوضيح 


F, 0-2 Í (x,y) “ух xe [3.21] 
xe [3,21] 


F, (x) = Í (ху) :у= ا‎ 


2 
34 0 e2 
Fx) = | (xy) :y=| 1 
-1 х= -1 
l хєр3,2-(0) 
F,(x) = (xy) :y=]| * 
, x =Ü 
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Ех) 2 


F(x) Р(х) 


Fav F.(x) 


شکل 88 


من الملاحظ نت على الفترة ]2 , 3-] كما يمكن رسم 
منحنی الدالتين F (x) , F, (X)‏ دون الحاجة لرفع القلم من الصفحة أى بحركة 
متصلة للقلم ولذلك تسمى هذه الدوال متصلة. 

أما الدالة رقم )3( F3 (x)‏ تعبر عن خط مستقيم به, ما يسمى (ثغرة) عند 
1- = × حيث قيمة الدالة عندها يساوى 1- . وبذلك لا يمكن أن يتحرك القلم حركة 
متصلة عند 1- = X‏ بیان الدالة. 


ولكن إذا عرفنا دالة R‏ كالآتى: 
1 , 2-1 
RG)s| 1‏ 
X=1‏ , 2- 
لجميع قيم × فى الفترة ]2 ,3-] تعبر عن دالة متصلة يمثلها خط مستقيم 
متصل بدون إنقطاع فى الفترة المذكورة. 


أما الدالة رقم )4( F,(x)‏ لا يمكن رسمها بحركة متصلة بالقلم على ورقة 
الرسم لوجود ما يسمى (قفزة أو وثبة) عنده O‏ = . 

وعلى ذلك تكون (х) , ۳, (х)‏ ر۴ مثالين للدوال المستمرة. 

F (х), F3 (х) ٠‏ يمثلا دوال غير مستمرة. 

وبدراسة الدوال السابقة نلاحظ على الدوال الغير مستمرة ما يلي:- 

عند النقطة X = c‏ التى فى نطاق الدالة ۴ وتكون عندها الدالة Е‏ 
مستمرة إما أن تكون :- 


Lim F(x) 
xc غير معرفة‎ 1 


ار 
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Lim F(x) . 1 
xc غير معرفه‎ 


فمثلا (x)‏ ۴ عند ]- = X‏ نجد أن :- 


2-1 


Lim F(x) Lim = lim Х-Ї--2 
x—-! = ریم‎ 1 х-э-1 


Fy (-1) = -1‏ , 
أى أن : 
Lim F, (x) # F, (D)‏ 
xo -[‏ 
بمعنی أن قيمة النهاية لا تساری قيمة الدالة عند 1- = x‏ وكذلك F, (x)‏ 


عند 0 = X‏ نجد أن 


اي ان : 


Lim, Е,(х) = #Lim , F,(x) 
Х-э0 


بمعنی أن قيمة النهاية غير معرفة عند 0 = . 
Ui‏ بالنسبة للدرال المستمرة عند أى نقطة © فى نطاقها أن :- 


Lim F(x) = F(c) 
X— c 
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وبوجه عام فان استمرارية الدالة F(x)‏ عند © داخل مجال (نطاق) ۴ یعنی 
استمرارها من الجهتین. 
Gl‏ إذا كانت C‏ هی احدی نهایتی النطاق فان استمرار الدالة عندها یعنی 


استمرارها من Зэ»! A4‏ شکل 89. 


“me m нь می‎ р нэ эв ہہ س ہے‎ нв ہے‎ р ہد‎ ав ав. 


і 1 F(c) 
Ка) 4 0 
| | ۱ 
a b 5 
89 شکل‎ 
Lim F(x) = F(c) 
ےر‎ с 
Lim, F(x) = F(a) 
۲ 3ب‎ 
Lim, F(x) = F(a) 
1 9ب‎ 


أى ol‏ الدالة مستمرة عند كل من b , a‏ وجمیع النقط الواقعة بينهما. 
dcn‏ : 


ابحث استمرار الدوال أو عدمه عند النقط المبينة: 


(а) Е (х) = ع ؟ ++ ثير‎ + 2 atx=,; 
(b Е (х) = V x+! ах-3,Х--1 


(с) FQ) = V4-x ах = 5 
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3x atxz3 
(d) F(x) = | * 7 
4 ах-3 
atxz3 
2 
2x +5 ۲-7 at x] 
(е) F(x) «| 3 
4 ах-1 
atx-1 


(а) ۴ )1( 21+ 5+2 = 8 


Lim F(x) Lim +5 + 2-8 
х] 7 хэ] 


, Lim F(x) = ۱ 
` xol 


=i عند‎ ELA) Lan F(x) الدالة‎ .. 


(b) Fx) = Vx + 1 


D: x*120 
x2-l 
хє [-1, e°) 
I atxz3: 


F3) 24341 =2 
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Lim Ех) = Lim Ух-1-2 
3ب‎ x3 


X=3 (مستمرة) عند‎ F(x) 21401 .. 
П- atx -1 : 


Е )-1( ع‎ V -1 + 1 =0 


Lim Е(х) = Lim Мх+1 = 0 


х -1 x3 - 1‏ 
. الدالة F(x)‏ متصلة (مستمرة) عند 1- = من جهة الیمین فقط وهی 
غير معرفة من جهة الیسار. 
(c) F(x) = V4-x‏ 
F(5) = V4 - 5 = {1 2-1‏ 
1ے 1-1 Lim F@)= Lim‏ 


x5 x5 


Lin F(x) = ¥ F(3) 


وحیث ان 
x33‏ 


X = 3 الدالة غير مستمرة عند‎ .. 
(е) Lim Ех) = Li CQxt7)(x-1) 2-3 
х] хі 3 (х- l) 


Е (= € +2 04 


Jui 7‏ مستمرة عند أ х=‏ 
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مثال 2 : 
أوجد قيمة ‏ التى تجعل الدالة F(X)‏ المعرفة بالعلاقة : 
x? ,x«2‏ 
F(x)‏ 
kx x22‏ 


. = 2 عند‎ РОН” 


lim F(x)= Lim, Кх-2К 
x2 x32 


Lim F(x) Lim x2=4 
xK— > x32 


ولکی تکون الدالة مستمرة عند 2 = X‏ يكون : 


Lim F(x)= Lim F(x) 
x— 5 x33 


مفلل 3 : 


أزل عدم الاستمرار إن آمکن للدالة 'نمعرفة كالآتى:- 


2 
کے‎ EE (x - 1) (x + 2) x 1 , ۶ 2 
F (x) = (x - D (x + 2) 
1 x=! 
-2 x = -2 


: الل‎ 
Е1)-1 
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x (x-D(x*2) رے‎ 


Lim F(x) Р Lim a-De«2 


وحیث أن نهاية الدالة تساوى قيمة الدالة عند 1 = x‏ 
Ul.‏ مستمرة عند 1 = x‏ 


نختبر استمرار الدالة عند 2- = X‏ 


Е(-2) = -2 
سنا‎ Ех) Lim x =4 
x -2 T хә -2 


أي أن الدالة غير مستمرة عند 2- = 
ويمكن اعادة التعریف لكى تكون الدالة مستمرة عند تلك النقطة فیجب أن 
يكون :- 


ЕС2) = L 1 F(x) = 4 
بالتعریف الآتى:-‎ 


x° (х-1 042) 
(x - 1) (x + 2) 

1 (x21 (عند‎ 

4 (x 2-2 us) 


,xz£l,xz-2 


2334. 


G3) gem 144 


۱- ابحث اتصال الداله ۴ عند النقطة المعطاه 


2 
ax _ - at x "EJ 
2x-3 2 
a) F(x) = 
6 — at x کرت‎ 
2 
х= 3 25 
2 
3х-2 - ах > 1 
a) F(x) = 
5x —atx > | 
х= 1 عند‎ 
эз х <o 
с) F(x) = 
5 =at x >l 
Х-0 عند‎ 


2 - أوجد قيمة ۸ التی تجعل الداله F(X)‏ مستمرة عند 1 = × 


x!-3x42 
F(x} = х-1 
h эа х =l 


эа x zl 
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3 - اذا كانت الداله да F(x)‏ 53 کالاتی: 
x- 5‏ 


— at x z 5 
3 — at = 5 
x = 5 عند النقطة‎ F(x) فأبحث استمرارية الداله‎ 
معرفة كالآتى:‎ (х) كانت الداله‎ 131 -4 
3 
El —at x #1 
F(x) =| x 1۔‎ 
2К-1 эа x=] 
х= 1 متصلة عند‎ F(x) التی تجعل‎ k قيمة‎ as jl 
X = 1 دالة متصلة عند‎ F(x) التى تجعل‎ h آرجد قيمة‎ -5 
x! +h —at x el 
F(x) = 
3 —atxzl 
إذا كانت الداله (×)۴ معرفة كالآنى:‎ - 6 
5 x - 3 sin x сэр 
Бх) =| 2% 


3k-2 — at x=o 


(a) 


(b) 


(c) 


(a) 


F(x) - | 
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ما ھی قيمة k‏ التى تجعل الداله аш F(x)‏ عند 0 = X‏ 
7 - اذا كانت الداله F(x)‏ معرفة کالاتی: 
Кх Эа x 23‏ 2 


2 +1 а x«3 


Li ;‏ 
أوجد قيمة K‏ التی تجعل ЁО)‏ رم موجودة 


8 - إدرس استتزارالوال الآنيه خلال مجال کل منها : 


x? +2 э xzl 
F(x) = 

3 — x=] 

2 

x -1 — x z 
Fx) = X+I 

3 ب‎ x=] 

x -9 > x #-3 
F(x) = х + 3 

3 — х= -3 


Jji - 9‏ عدم الاتصال فى الدوال الآنية:- 


х2-31х-2 
F(x) = + 1 
2 — زر‎ -| 


- x £-l 
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х2-1 


Ж1,х5-1‏ > := = جوم بت 
(b) F(x) a] (X+ 1) (х-1) :‏ 
1 


> xz-l 
3 جہ‎ xzl 


0 - أوجد قيمة h‏ التی تجعل الداله F(X)‏ معرفة :- 


h? + [ - x <! 
(a) F(x) = 
2 - x»l 
f hx - x <! 
(b) F(x) = 
6 جه‎  < [ 


SSSSSSSSSSSSSN 
ооо х 


SSSSSS 


- - $ 


SSSSSSSSS 
ос 


SS 
INN 


DP» 
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میادی “мам!‏ 


۰ یختص علم الاحصاء بجمع وتصنیف وشرح وتلخیص الببانات حول الظراهر 
المختلفة المحیطه بنا وذلك لتوضیح واعطا ء فکرة عامة أو استنتاج واتخاذ قرارات 
معينة فى حالات یکون فیها القرار غير واضع والاستنتاج غير صريح؛ أي أنه 
باستخدام الطرق الاحصائية نشتطیع فهم وتوضیح أكثر ما یمکن من Уй»‏ حول 
بيانات الظواهر المختلفة. d‏ 

والطرى الاحصانبة بفروعها المختلفة لھا تطبیقات عدبدة فی جميع فروع 
العلوم الطبيعية والانسانية فمثلا باستخدام الطرق الاحصائية بمکن بدراسة جزء من 
المجتمع أن نعمم النتائج على المجتمع LS JSS‏ يمكن دراسة مدى ارتباط تأثير 
وتأثیر الظراهر بعضها ببعض والتبنز بسلوك بعش انظواهر مستقبلا اعتمادا على 
سلوکها فی الماضی. 

کذلك يمكن باستخدام الطرن الاحصائية توضیح عما إذا كانت البیانات حول 
ظاهرة ما تدعم صحة بعص الفروض أو العكس كما أن نتانج المتعددات العامة 
تستخدمفی الشخطيط للسباسة العامه فی جمیع المحالات. والطرق الاحصائية 
أسسها واحدة مهما اختلفت أوجه استخداماتها فى العلوم المختلفة مع مراعاة أنه 
للقيام بأى دراسة إحصائية يجب الاهتمام بالنقاط التالية: 

мам - 1‏ هدف الدراسة. 


وس الواح 
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3 - جمع المعلومات المطلوية. 
4 - تحلیل النتانج. 
وقد تطور العلم وأصبع له فروع عديدة یمکن تقسیمها الی:- 
1 - الاحصاء الو صفي: 


gill‏ یختص بوصف وعرض وتلخیص البيانات. 


3 - الاحصاء الاستنتاجی: 


ویختص پاستنتاج واتخاذ القرار وتعميم النتانج مع حساب درجة الثةة 
المصاحبة لهذه القرارات والاستنتاجات ویهتم هذا المقرر بالنوع الأول. 


أولا: اسحدول الشکراری : 
هو ہدول يوضع البيانات على هيئة فقرات ذات فترات متساوية ويقابلها 
تكرارات تمثل ээс‏ اليانات لكل 43 
مثال : 
إذا كان انتاج 60 مصنعاً من إنتاج معين کالاتی: 
87 95 21 46 57 62 25 31 72 91 68 29 82 
66 62 73 83 81 72 54 57 81 58 62 77 73 
66 62 73 83 81 72 54 57 81 58 62 77 36 
12 73 83 88 96 67 87 97 52 63 17 29 36 


42 33 21 54 36 81 65 57 73 92 62 63 71 
51 62 56 23 49 46 89 58 


والمطلوب توضيع المعالم الأساسية لهذه البيانات عن طريق الجدول 
التكرارى. 
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العسل : 

لتكوين جدول تکراری تتبع الخطوات التالية: 

1 - نحدد المدی الذی تنتشر فيه هذه البیانات. 

المدی = آکبر بیان - أصغر بیان = 97 - 12 = 85 

2 - نقسم هذا المدی إلى فترات متساویه الطول بحیث یکون عددها مناسبا 
فإذا حددنا طول الفترة مغلا )10( سیکون لدینا 9 فترات 


3 - یکون لكل فترة حد أدنى وحد أعلی بحیث یکون الحد الأدنی للفترة 
الأولى مساویا أو أقل من الحد الأدنی للبیانات (أى أصغر قيمة موجودة) کذلك الحد 
ЭРЭ‏ ار فترة یکرن مساویا أو أكبر من الحد الأعلى للببانات (أكبر قيمة 
مرجودة) وذلك حتی نضمن عدم وجود فترات زائدة ليس لها تکرارات. 

4 - نضع الجدول على صور؛کففقیه گر رأسیه وتحصر القيم لكل فترة بوضع 
علامة (l)‏ فى خانة علامات الحصر المقابلة للفترة المعنية نمثلا зах‏ البیانات 
المحصوره بين 10 - 20 هو 2 نتکون بالععر || وعدد البیانات المحصورة بين 30 
0 - هو 5 فتکرن بالحصر || وتکون الجدول التکراری بهذا الشکل. 

انتاج 60 مصنعا فى سلعة معينة 


s سس لت تا نک ت13‎ po pon B 


BEKEHEEEEEE- 
| 414131 4414 444114 
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TENES JP 

الفترة 10 - 20 تعنى جميع الأعداد التی هی مساویه ل 10 وأقل من 20 
أى العدد 20 یکون من ضمن الفترة التاليه وهكذا باقی الفترات بالمثل. 

وبالرغم أنه لا توجد طريقة وحيدة لوضع الجداول التکرارية الا أنه هناك 
بعض النقاط الأساسية التی يجب مراعاتها عند تكوين الجداول التکراریه وهی: 

1 - يجب أن یکون عدد الفترات مناسبا من 5 إلى 25 حسب خبرة 
الباحت. 

2 - تجنب الفجوات أو التداخل بين الفترات. 

3 - يكون طول الفترة بحيث أن تكون البيانات داخل الفترة أقرب ما يمكن 
إلى منتصفها. 


الحد الأدنی + الحد الا 
مرک ار سس 


ذکرنا سابقا أن طول Ё 4 Д Л‏ الجدول يجب أن تكون متساویة وذ اد 
لسهولة ااتعامل معها ولکن فى بعض الحالات تستخدم فترات غير متساوية الطول 
لوجود غرض من وراء ذلك. فمثلا إذا کان الفرض من الدراسة الاهتمام ببعض الفترات 
والترکیز علیها ولا يهمنا باقی الفترات الأخرى 45 إذا کان التکرار لبعض الفترات 
صغيرا جدا مقارنة بباقی التکرارات یمکن دمح هذه الفترات معا. 
ثانيا: المدرج التکراری: 

هو عبارة عن مستطیلات رأسية ارتفاعها یمثل التکرارات Gl‏ قاعدتها 
فتمثل فترة الفئة. وتتلخص فى الآتى: 

1 - تکوین الجدول التکراری. 
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2 يحدد المحور الأفقى للفترات (ليس من الضرورى البداية من الصفر). 

3 - يحدد المحور الرأسى للتكرار وحسب الطول المتوفر يقسم إلى وحدات 
بحيث تضمن رسم أكبر تكرار على أن تبدأ من الصفر. 

4 - نبدأ بتحديد بداية كل فترة ونهايتها ثم يحدد التكرارات المقابلة لكل 
فترة ليتكون بذلك المدرج التكرارى كما بالشكل ( شكل 90 ) 


المدرج التكرارى لإنتاج 60 مصنما 


cen 
10 20 30 40 sp 60 70 80 90 100 


شکل 90 


- MS. 

وبالنظر إلى هذا الشکل بتضع أن معظم المصانم انتاجها مرتفع وأن АЯ‏ 
المصانع إنتاجا بين 60 - 70 أو آقل انتاجا بين 10 - 20 وعلی العموم فان معظم 
المصانع كان انتاجها أكبر من 50. 

ثالثا: المضلع التكراري: 

فى هذا النوع من التمثيل jz‏ الفترات بمراكزها ومن ثم فإننا نعين نقاطا 
( لإ , × ) بحيث × = مركز الفئة (مركز الفترة) 

Au تکرار‎ = y 

ثم نصل بین النقاط بقطع مستقیمۃ ویغلق المضلع من طرفیه بإضافة 
نقطتین (X,0),(X,,0)‏ — 

x,‏ هی مركز الفترة ما قبل الأولى. 

XI‏ هى مركز الفترة ما بعد الأخيرة والتی تکرارها أيضا صفر. 

ویسمی ЖЭЛ‏ الناتج بالمضلع التکراری. شکل 91 


IM‏ كاك ا كرك كر 


| 


۱۱ ۱-۱۵۵ 
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FIN I 


< 


91 84 


وهذا النوع صن الرسومات يفضل استخدامه عند مقارنة ظاهرتين أو أكشر 
بيانيا فنجد أن المقارنة سهلة وراضحة. 
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رابعا: المنحنى التكرارى : 
فى هذا النوع من التمشيل البيانى یسیر العمل كما فى حالة المضلع 
التكرارى دون الاستعانة بالفترتبن الاضافتين (قبل الأولى وبعد الأخيرة) وتوصيل 
النقاط لعمل المنحنى بحيث یکون مارا بأكثر عدد من النقاط. 
كما إنه إذا زادت зав‏ الفترات وصغر طول الفترة إقترب المضلع التكرارى 
من أن يكرن منحنيا !9( m‏ الحاله یسمی بالمنحنی التکراری. 


التکرار المتجمع الصاعد والنازل: 

فى بعض الحالات نود معرفة عدد التكرارات أو البيانات التى تزيد قيمتها 
عن قيمة معينة أو تقل عن قيمة معینة؛ مثلا عندما نود أن نعلم عدد الناجحين أى 
عدد الحالات التى تزيد درجاتهم عن 50 › وهذه غير واضحة بسهولة فى الجدول 
السابق, وعلى ذلك فقد وضع جدول لمثل هذه الحالات یوضع الإجابة على مثل هذه 
التساؤلات كما يلى: 

فى المثال السابق إذا أردنا الحصول على جدول التكرار المتجمع الصاعد 
أو النازل علينا جمع التكرارات المناظرة لكل فترة وإلى قبلها فنحصل على مجموع 
التكرارت أى التكرار المتجمع الصاعد حسب تلك الفترة كما هو موضح فى الجدول 
التالى: 
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جدول التکرار المتجمع الصاعد لانتاج 60 مصنعا 
ЕНЕНЕВЕЗ =]‏ 
шэг авч‏ 
سه ||« | m |x [e [s [e‏ 
[u | а асл‏ ےر cs |» [s [w‏ 
x ۳ NET]‏ ا 
а а е Г Га Ге Тае Ге]‏ 


الدکرار المتجمع انازل 


ریمکن توضيح جدول التكرار المتجمع الصاعد والنازا. بطريقة أخرى بحيث 
يكرن مجموع التكرارين فى كل فترة مساويا التکرار الکلی للتکرار وذلك کما 
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مثال: 


m!‏ منحنی التکرار المتجمع الصاعد ومنحنی لتکرار المتجمع النازل 
للسوزیع التکراری التالی عين من الرسم القيمة الوسطی للبیانات المعطاه فی 
جدول التوزيع اتکرری: 


om u [o 7 
اھ اعلفات‎ а اسیا |؟‎ 


نكون جدول التکرار المتجمع الصاعد والتکرار المتجمع النازل e‏ رسمهم 
بيانيا وكما يبين شكل (92) أن القيمة الوسطى هی القيمة التى تقسابل تكرارا 


محتمعا يساوى نصف مجموع الحالات أى تساوى 1 37 
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70 


منحنی التکرار المتجمع منحنی التكرار ФАЛ‏ 


50 60 70 80 90 100 


شکل 92 


»351 
النزعة المركزية: 

بالتمعن فى الظواهر التى حولنا والقيم التى تأخذها العناصر المختلفة لهذ: 
الظواهر نلاحظ أن أغلب قيم هذه الظواهر قريبة من بعضها البعض أى أنها تتجمع 
حول قيمة معينة غير منظورة فمثلا نجد دخل أو ذكاء أو طول معظم الأشخاص فى 
مجموعة أو مجتمع ما تقرب أو تتجمع حول قيمة معينة وهناك عدد قليل من الأفراد 
أى من القيم يبتعد عن هذا التجمع من ناحية الصفر أو الكبر أى أن هذه القيمة 
كأنها تعمل على جذب القيم ناحيتها أى كأن هناك قابليته أو رغبته أو زعة عند هذه 
القيم للتجمع والاقتراب من هذه القيمة. هذه الظاهرة سميت ظاهرة النزعة المركزية. 
وقد سميت بالنزعة لأنها ظاهرة طبيعية لا يمكن التحكم فيها وفى الواقع هناك عدة 
متوسطات للتعبير عن هذه الظاهرة منها: 


!- المتوسط الحسابى: 
ويعرف بأنه يساوى مجموع البيانات مقسومة على عددها. 
2- الوسيط: 


ویعرف GU‏ القيمة التى تقسم البيانات الى مجموعتين بحيث يكون عدد 
القيم التى أكبر منها مساويا لعدد القيم التى أصغر منهاء وإذا كان عدد القيم زوجيا 
n 2‏ 
يكون الوسيط هو متوسط القیمتین التی رتبتهما 2 , + + | 
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3 - المنوال: 

فى بعض الحالات نجد أ البیانات التی لدینا مصافة حسب نوعية معينة 
أو صفة أى إنها مقسمة إلى أنواع أو إلى مجموعات ليست عددية مشل الجنس أو 
المستوى العلمى.. الغ. مما دعت الضرورة إلى وجود مقياس من آخر يعبر عن هذه 
الحالات وهو المنوال. 

ويعرف المنوال بأنه القيمة الأكثر إنتشارا. ويمكن أن يؤخذ بالعدد المقابل 
لأعلى تكرار. 
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النشتت 

АВ‏ اتضح لنا مما سبق أن المتوسطات كمقياس للنزعة المركزية تغطى وصف 
وتوضع فكرة عامة عن البيانات التى حسيت منها. وسما لا شك فيه أن هذه الفكرة 
والوصف يتوقف على نوع البيانات والمتوسط المستخدم لوصفها. وفى الواقع إذا أردنا أن 
تكرن الفكرة والوصف شاملا ودقيقا وأقرب إلى واقع البيانات فلا نستطیم الاعتماد على 
الوصف بالمترسطات فقط. 

كذلك عند مقارنة ظاهرتين نساوت خاصية النزعة المركزية لبما أى تساوت 
متوسطاتهما فاعتمادنا فى المقارنة على خاصية واحدة غالبا ما تکرن بعيدة عن الواقع 
فمثلا !ذا كانت درجات طالبين فى خمسة اختبارات لمادة کالاتی: 

درجات الطالب الأول : 52 3 74 98 37 

درجات الطالب الثانى : 52 53 50 51 54 

نجد أن المترسط «الوسيط» = 52 

ونجد أن درجات الطالب الشانی متقاربة رمتجانسة - أى أن الفروق بينها 
صغيرة. آما درجات الطالب الأول بلاحظ أن الفروق بينها كبيرة أى انها غير متجانسة. 
وعلى ذلك تكون درجات CJUI‏ الغانى Jal‏ اختلافا وأقل تشتتا بعكس الطالب الأول 
التى تکون درجاته АЯ‏ اختلاقا وأكثر تشتتا - وهذا ما يعرف بظاهرة التشتت. 

مقاييمس ظاهرة التشتت: 

1 - المدی 2 - الانحراف الربيعى 

3 - الانحراف المطلق 4 - الانحراف المعياري 

5 - معامل الاختلاف 


وسوف pasu‏ فى دراستنا علی المدی والانحراف المعیاری. 
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المدي (Range)‏ : 
هو أبسط مقاییس التشتت مفهوما حیث أنه یوضع فكرة عامة وبسيطة عن 
cL‏ البيانات. 
وقيمته تساوى أكبر قيمة مطروحا منها أصغر قيمة فى البيانات. فإذا رمزنا 
للمدى بالرمز SÜ R‏ يساوى :- 
К = Xa. ` Xmin‏ 
حیت: روپ( اکبر بیان 
Xmin‏ أصغر ola‏ 
مثال : 
إذا کان دخل )6( منتجين باحدی المنشآت کالاآتی: 
260 190 180 220 100 140 
أوجد المدی: 
الحل: 
Xna ^ Хаш‏ = 
160 = 100 - 260 = 
بالرغم من بساطة هذا المقياس إلا أننا نجد له استخدامات عديدة فى 
المجالات الاقتصادية والاجتماعية فمثلا يقال أن سعر سلعة معينة فى السوق اليوم 
كان من كذا إلى كذا وإن درجة الحرارة كانت من 22 إلى 32 أو أن سن الزواج فى 
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الانحراف المعیاری (Standard deviation)‏ 
یعتبر الانحراف المعیاری من أهم المقاييس الاحصائية للتشتت وهو الأكثر 
استخداما فى القوانين والنظریات الاحصائية وذلك لأنه یعطی فکرة سليمة ومنطقية 

عن ظاهرة التشتت ويعرف بأنه : 


الجذر التربيعى لمترسط مربع إنحرافات القيم عن متوسطها. 


G= ялын (x, E 
n 


متوسط القراءات   <‏ . القراءات أو البیانات  X,‏ 
pe‏ 63 عدد الییانات nz‏ 


وقد وجد أنه من الأدق أن نقسم مجموع مربع الانحرافات علی(1 - (n‏ بدلا 


من n‏ ویتم ذلك کالاتی: 
o? (п-1) = У (x, - x)!‏ 
S‏ ا وا <( x‏ = 
2 .. 2 
2-3(5Ч-2ХУх4-уХ‏ 
Бий”‏ کو وت = 


=у xp- (Z x D? 


n 
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وهذه الصيغة أسهل فی التعامل حيث التعامل یکون مع القرا ءات الأصلية 


بدلا من الانحرافات عن المتوسط 


مثال: 


إذا كانت درجات 10 طلبة فی إحدى الاختبارات فى مادة کالاتی: 
8 وب وو و وت و bo R95‏ 
فاحسب الانحراف المعیاری 
الحل: 
Ух? =62+82+ 92+ 8?‏ 
2 = 
Ух, 2 6+6+9+5+8+7 + 8+ 6+7 + 8‏ 
72 = 
(Ex)!‏ 


У х} - 
2 _ n 


0 = 


حساب الانحراف المعيارى فى АЛ‏ وجود تكرارات: 


على فرض أن f,‏ تمثل التکرارات فيكون النحراف المیعاری © : 


f x)? 
01--41 |у 2 (Zf, x)" 
(Ў f, - 1) DUM f 


t 
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مثال: 


إذا كانت درجات 30 طاليا فى إحدى الاختبارات كالآتى: 
(х) 4 6 7 9 10‏ الدرجة 
xxl (f) 6 8 10 4 2‏ 


أوجد الانحراف المعيارى. 


حساب الانحراف المعيارى من الجداول التكرارية: 

إذا كانت لدينا بيانات فى جدول تكرارى (بدون فترات مفتوحة) واردنا حساد: 
الانحراف المعيارى لهذه البيانات. نحسب أولا مركز الفترات ثم نتبع الطريقة السايقة 
كما فى المثال التالى: 
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مثال: 


إذا کان الجدول التالی يوضح المصروفات الشهرية لعدد من المنشآت والمطلرب 
حساب الانحراف المعیاری М)‏ البیانات. 


ни. 
Ёс 211538: 8. 


mne dar 
EIEN [о | | 
اد‎ 


(E (f, x?) = 066) = 70756 


Ex - 1516 


7 = 
الف دينار 2.4 < 6 
ملحوظة : 
1 - لا يتأثر الانصراف المعيارى إذا أضيف أو طرح عددا ثابتا من کل 
القیم. 
2 - يتأثر الانحراف المعیاری بالضرب أو القسمة على المقادیر الثابتة 


لكل القيم. 
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أجاز gem‏ )34( 
1 - الجدول التالی يبين التوزيع العکراری لدرجات الطلبة فی احدی 
المواد . 


10- | 15- | 20- |25- 130- | 35- 


والمطلوب إیجاد : 1 - المتوسط الحسابی 
2- الانحراف المعیاری 


2 - ارسم المنحنی التکراری للتوزیع التالی : 


والمطلوب ایجاد : T‏ - المتوسط الحسابی 


2 ارسم المنحنی التکراری للتوزیع التالی : 
]7999[ 2 | | ہد تد C.‏ 
3 2 
ره o [s| a‏ 
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والمطلوب إيجاد : 


1 - قارن بين تشتتی الدرجات عن طریق رسم منحنیین تکرارین لهما. 


4 - عرف الاتی : 
الوسط الحسابی - الوسط - المدی - التشتت - مقاییس التشتت 


5 - الجدول التالی بين الدخل الاسبوعی لمجموعة من المنتجین المهرة 
(بالدینار) لعدد وحدات معینة. 


والمطلوب: 
أ- کون جدول توزيع تكرارى من هنا الجدول. 
ب - أعد تنظیم البيانات السابقة فى جدول توزيع تكرارى متجمع صاعد. 
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ج - مثل التوزيعين المتجمع الصاعد والمتجمع النازل بیانیا. 
د - من الرسم البیان فى ج أوجد القيمة الوسطی للاخل لهژلاء المنتجین. 


6 - من جدول التکرار التالی . کون جدولا یتضمن التکرار المتجمع الصاعد 
والمتجمع النازل. ارسم منحنی کل تکرار واستخدم الرسم فی ایجاد الوسیط. 


0 اهر ماه ol‏ 
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